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1. Rezolucja zdaniowa

Formuty rachunku zdan: zbudowane ze zmiennych zdaniowych za
pomoca spojnikow logicznych —, A, V, —, < 1 nawiasOw

Wartosci logiczne: 1 (prawda), O (falsz)

V - przeliczalny zbi6r zmiennych zdaniowych

Wartosciowanie: dowolna funkcjaw : V — {0, 1}

w(A) - wartosS¢ logiczna formuty A dla wartoSciowania w
w(—A) =1 -w(A),

w(A A B) = min(w(A), w(B)), w(A V B) = max(w(A), w(B)),
wWA—->B)=1©wlA) <wB),wA e B)=1 wlA) = w(B)

Dowolne zmienne zdaniowe oznaczamy literami p.q,r, s (z
indeksami). Litery A, B, C, D oznaczaja dowolne formuly. Litera §
oznacza dowolny zbior formut.
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Def. 1. WartoSciowanie w spetnia formule A, jezeli w(A) = 1;
spetnia zbior formul, jezeli spetnia kazda formute tego zbioru.
Tautologia jest to formuta spetniona przez kazde wartoSciowanie.

Def. 2. Formute nazywamy spetnialng, jezeli istnieje
wartosciowanie, ktore ja spelnia. Zbior formut nazywamy
spetnialnym, jezeli istnieje wartoSciowanie, ktore spetnia ten zbior.

Def. 3. Formuta A logicznie wynika ze zbioru formul S, jezeli kazde
wartoSciowanie spetniajace zbior § spetnia formutg A.

Fakt 1. Formuta A jest tautologia wtw, gdy formuta —A nie jest
spetnialna.

Fakt 2. Formuta A logicznie wynika ze zbioru § wtw, gdy zbior
S U {—A} nie jest spetnialny.
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Twierdzenie 1 (o zwartosci w rachunku zdan). Dla dowolnego
zbioru formut § nastepujace warunki sa rOownowazne:

(a) zbior § jest spelnialny,

(b) kazdy skonczony podzbior zbioru S jest spetnialny.
Implikacja (a)=(b) jest oczywista. Dowodzimy (b)=(a).

Niech V = {p,},>1.

Kazde wartoSciowanie w : V — {0, 1} mozna reprezentowac jako
nieskonczony ciag binarny (w,,),>1, przyjmujac w, = w(p,).
Zaktadamy (b). Jezeli zbior S jest skonczony, to (a) natychmiast
wynika z (b). Niech zbior S bedzie nieskonczony.

Poniewaz zbior wszystkich formut jest przeliczalny, wigc S jest tez
przeliczalny, czyli mozna ustawi¢ wszystkie formuty zbioru § w
ciag nieskonczony (A,),>1. OkreSlamy zbiory S, = {A4,...,A,}.
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OkreSlamy rekurencyjnie wartosciowanie w = (W,,),>1.

Przyjmujemy w; = 1, jezeli dla nieskonczenie wielu zbiorow § ,
istnieje wartoSciowanie w", spetniajace S, 1 takie, ze wi = 1; w
przeciwnym przypadku przyymujemy w; = 0.

Z. (b) wynika, ze dla nieskonczenie wielu zbiorow S, 1stnieje
wartosciowanie w", spetniajace S, 1 takie, ze w| = w;. Poniewaz
S CS,dlam < n, wiec dla kazdego zbioru S, istnieje takie
wartosciowanie w".

Zaktadamy, ze okreSlono juz wy, ..., w; spelniajace warunek: (*) dla
kazdego zbioru S ,, istnieje wartosciowanie w", spetniajqce S ,, i takie,
Ze w! = w; dla wszystkich 1 <1 < k. OkreSlamy wy, tak, by
warunek (*) byt spelniony przy k£ := k + 1.

Niech A, € §. Oczywiscie A, € §,.. Wszystkie zmienne wystepujace
w A, naleza do {py, ..., pi} dla pewnego k£ > 1. Na mocy (*), 1stnieje
wartoSciowanie w", spetniajace S, a stad A,,, ktore pokrywa si¢ z w
dla zmiennych py, ..., pi. Zatem w spetnia A,,. Q.E.D.
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Literat: dowolna formuta postaci p lub —p
Klauzula: alternatywa skonczenie wielu literalow, np. pV =g VvV r

Fakt 3. WartoSciowanie w spetnia klauzule A wtw, gdy w spetnia
przynajmniej jeden literal klauzuli A.

Klauzula pusta: O (przyjmujemy, ze nie jest spelniona przez zadne
wartoSciowanie)

Def. 4. Formuta A jest logicznie rownowazna formule B, jezeli
w(A) = w(B) dla kazdego wartoSciowania w (tzn. A < B jest
tautologia).

(p = q) < (—pV g) jest tautologia, wiec p - g1 —p V q
sa logicznie rOwnowazne.
Fakt 4. Kazda formula jest logicznie rownowazna koniunkcji

skonczenie wielu (niepustych) klauzul (tzn. formule w
koniunkcyjnej postacit nornmalnej, kpn).

Sprowadzanie formuty do kpn wymaga czasu wyktadniczego.




Logiczne podstawy informatyki

Wielomianowa procedura przeksztatcania dowolnej formuly A w
formut¢ B w kpn taka, ze:

A jest spetnialna wtw, gdy B jest speinialna.
Jezeli A jest zmienna, to B = A. Zakladamy, ze A nie jest zmienna.

Kazdej podformule C formuty A przypisujemy zmienna pc, przy
czym p, = q dla zmiennych g wystepujacych w A.

Ci,...,C - wszystkie ztozone podformuty formuty A, przy czym
C, =A.

B=psANF(Cy)A---NF(Cyp), gdzie:

F(C;) jest kpn formuly p¢, < —pp, jezeli C; = =D, czyli
F(C)) = (=pc; vV =pp) A (pp V pc,);

F(C;) jest kpn formuty pe, & (pp A pg), jezeli C; = D A E;
podobniedlaC;,=DVE,C;=D - E,C;=D < E.
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Fakt 5. Formuta w kpn jest spetnialna wtw, gdy zbi6r klauzul tej
formutly jest spetnialny.

Metoda dowodzenia tautologii:

(1) wyznaczamy formute¢ B, ktora jest spelnialna wtw, gdy formuta
—A jest spetnialna,

(2) wykazujemy, ze zbi0r klauzul formutly B jest niespelnialny.

Reguta rezolucji zdaniowej (A. Blake 1937, J Robinson 1965)

AV p;, BV-p
AV B

(RRZ)

Na przyktad:
pvgVr; pV-osV-ar

pVvqg\V s

Kolejnos¢ 1 powtorzenia literalow klauzuli sa nieistotne.
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Whniosek reguty (RRZ) nazywamy rezolwenta przestanek.

Fakt 6. Wniosek reguly (RRZ) logicznie wynika ze zbioru
przestanek.

Def. 5. Dowodem rezolucyjnym klauzuli A na podstawie zbioru
klauzul § nazywamy skonczony ciag klauzul (A4,...,A,) taki, ze
A, = A 1kazda klauzula A; jest elementem zbioru S lub rezolwenta
pewnych klauzul A;, Ay dla j, k <.

S={pVv-qg, -pVr, gl
.pV g (zS)
.q (z5)
.p (z1,2)
.pVr (zS)
.r (z3,4)

whnN B~ W N =
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Dowdd rezolucyjny mozna przedstawiC jako drzewo.
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Def. 6. S Frz A (A jest wyprowadzalne 7 S przez rezolucje
zdaniowq) wtw, gdy 1stnieje dowod rezolucyjny klauzuli A na
podstawie zbioru klauzul §S'.

Fakt 7. Jezeli S gz A, to A logicznie wynika z §.

Whniosek 1. Jezeli S gz O, to zbior S jest niespetnialny.

Twierdzenie 2 (o petnosci rezolucji zdaniowej). Zbior klauzul S jest
niespetnialny wtw, gdy S kg7 0.

Implikacja (<) to wniosek 1. Dla dowodu (=) potrzebny jest lemat.

Lemat 1. Niech § Fgz O, a literat [ nie wystepuje w zadnej klauzuli
zbioru §. Niech S’ powstaje z S przez dotaczenie [ do pewnych
klauzul uzytych w pewnym dowodzie rezolucyjnym klauzuli O na
podstawie . Wtedy S’ gz L.

Ten prosty lemat wystarczy zilustrowac przyktadem.
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S={pVgqg, -pVr, ngVr, —r},l=s,
S"={pvgqgVs, o pVr, ngVr-rVs}

pvgVs —pVr

PV<—|/er \/
LK)
N/ N/
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Implikacj¢ (=) udowodnimy najpierw dla
skonczonych zbiorow S przez indukcje po liczbie zmiennych

wystepujacych w klauzulach zbioru S ; oznaczmy t¢ liczbe przez
v(S).

v(§) = 0. Zaktadamy, ze zbior S jest niespelnialny. Poniewaz pusty
zb16r formut jest spetnialny, wigc § # (. Zatem S = {0}, a stad
S Fpz O.

v(S) = n > 0. Zaktadamy, ze (=) zachodzi dla wszelkich zbiorow S’
takich, ze v(S’) < n. Niech p4,..., p, beda wszystkimi zmiennymi,
wystepujacymi w klauzulach zbioru §.

Okreslamy zbiory S,1S5,. S| powstaje z S przez usunigcie
wszystkich klauzul zawierajacych p, 1 usunigcie —p, z pozostatych
klauzul. §, powstaje z S przez usunigcie wszystkich klauzul
zawierajacych —p, 1 usunigcie p, z pozostatych klauzul. Oczywiscie
zmienna p, nie wystepuje w klauzulach zbioru § ¢, ani1 S ».
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Zaktadamy, ze zbi6r § jest niespelnialny. Wtedy zbiory §115, sa
niespetnialne. Gdyby jakieS skonczone wartosciowanie w, okreslone
dla zmiennych pq,..., p,_1, spetnmiato S, to przyyjmujac w(p,) = 1,
otrzymalibySmy wartoSciowanie spetniajace S. Podobnie
rozumujemy dla S,, przyjmujac w(p,) = 0.

Poniewaz v(S 1) <n1v(S;,) <n,wigc S Frz 015, gz 0 na mocy
zalozenia indukcyjnego.

Jezell 1stnieje dowdd rezolucyjny klauzuli 0z §¢ lub z S,, w ktorym
wystepuja wytacznie klauzule z § (tzn. takie klauzule, ktore nie

zostaly usunig¢te ani ograniczone przy tworzeniu S1135,), to S Fgz O.

W przeciwnym przypadku, dowod klauzuli O z § ;| zawiera
przynajmniej jedna klauzule, powstajaca z klauzuli z § przez
usuniecie —p,. Wtedy S Fgz —p, na mocy lematu 1. Podobnie
S Frz pn, poniewaz dowod klauzuli O z §, zawiera 1stotnie
przynajmniej jedna klauzule powstajaca z klauzuli z S przez
usuniecie p,. Zatem S Fgz 0 na mocy (RRZ).




Logiczne podstawy informatyki

15

Dla nieskonczonych zbiorow S korzystamy z twierdzenia 1.

Zaktadamy, ze zbior S jest niespelnialny. Wtedy 1stnieje skonczony
zb1or §’ C §, ktOry nie jest spetnialny. Mamy S’ gz 0, a wigc
S +rz O. QED

Twierdzenie o zwartoSci w rachunku zdan wynika ze
zwartoSci przestrzeni topologicznej {0, 1} (nieskoniczonych ciagéw
binarnych, czyli wartosciowan) z topologia produktowa wyznaczona
przez topologi¢ dyskretna na {0, 1}. Dla kazdego A zbior
W(A) = {w : w(A) = 1} jest domknigty. Jezeli kazdy skonczony
podzbior zbioru S jest spetnialny, to rodzina {W(A) : A € S} jest
scentrowana rodzina zbioréw domknietych; stad (4cg W(A) # 0, a
wigc zbior § jest spetnialny.
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2. Klasyczny Rachunek Predykatow

KRP jest dzialem logiki formalnej, wzbogacajacym KRZ o nowe
state logiczne (kwantyfikatory, rownos¢) 1 oferujacym doktadniejsza
analize struktury logicznej zdan. Inne nazwy: klasyczny rachunek
logiczny, logika pierwszego rzedu, logika elementarna.

W matematyce przez strukture relacyjng rozumie si¢ zbior z
wyroznionymi relacjami, operacjami (dziataniami) 1 elementamai.
Np. zbior liczb catkowitych Z z relacjami rOwnosSci = 1 mniejszosci
<, dzialaniami dodawania + 1 mnozenia - oraz elementami 01 1 jest
struktura relacyjna. Inna struktura relacyjna jest zbior liczb
rzeczywistych z analogicznymi relacjami, operacjami 1 elementami
wyroznionymi.

Jezyki formalne KRP (tzw. jezyki elementarne), sa dostosowane do
opisu struktur relacyjnych: rézne jezyki odpowiadaja réoznym typom
struktur relacyjnych. Typ struktury relacyjnej okresla liczbe relaci,
operacji 1 elementow wyroznionych oraz liczb¢ ich argumentow.
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2.1. Symbole jezyka elementarnego
A. Symbole logiczne (wspOlne dla wszystkich jezykow):

- stale logiczne: —, A, V, —, <, VY, d; stala V to kwantyfikator ogolny
(generalny, uniwersalny, duzy), stata 4 to kwantyfikator szczegotowy
(egzystencjalny, 1stnienia, maty);

- zmienne indywiduowe, dla ktorych rezerwujemy litery x, y, z (takze
z indeksami); dany jest nieskonczony ciag tych zmiennych;

- symbole pomocnicze: nawiasy 1 przecinek.

B. Symbole pozalogiczne (r6zne w roznych jezykach):

- symbole relacyjne (predykatowe); notacja ogdlna: P', Q/, R*; w
konkretnych jezykach np. =, <, <;

- symbole funkcyjne; notacja ogélna: f*, g/, h*; w konkretnych
jezykach np. +, -;

- state indywiduowe; notacja ogolna: a, b, c; w konkretnych jezykach
np. 0,5, x, 0.
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Gorny indeks symbolu relacyjnego lub funkcyjnego oznacza liczbe
argumentoOw (arnosS¢) danego symbolu. Te indeksy podajemy
zazwyczaj tylko w deklaracji jezyka.

Jezyk elementarny jest jednoznacznie okreSlony przez swoje
symbole pozalogiczne. Mozemy formalnie okresli€ jezyk
elementarny jako uktad L = (R,, F;,C,) taki, ze Ry, F;,Cy sa
zbiorami rozlacznymi, przy czym R; jest zbiorem niepustym. R; jest
zbiorem symboli relacyjnych, F; zbiorem symboli funkcyjnych, a
C; zbiorem statych indywiduowych jezyka L.

Na przyklad, L = ({=2, <?}, {+2, -2}, {0, 1}) jest jezykiem
elementarnym, stosownym do opisu struktur relacyjnych liczb
calkowitych 1 liczb rzeczywistych, wspomnianych powyzej. W
notacji ogdlnej] mozna zadeklarowac taki sam jezyk jako

L= ({P* Q). {f% &} {a, b}).

Deklaracja jezyka elementarnego nie rozni si¢ istotnie od deklaracji
typu struktury relacyjne;.
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2.2. Termy 1 formuty

Wyrazeniem jezyka L nazywamy dowolny skonczony ciag symboli
jezyka L. Zaktadamy, ze zaden symbol jezyka nie jest wyrazeniem
tego jezyka. Wyrazenia przedstawiamy jako napisy; np. ab
przedstawia ciag dwoch symboli a 1 b (w notacji matematycznej
zastosowano by zapis (a, b)).

Wyrozniamy dwa rodzaje wyrazen sensownych: termy 1 formuty.
Termy sa wyrazeniami nazwowymi, formuty wyrazeniami
zdaniowymi. Rola termOw jest oznaczanie elementow struktury
relacyjnej. Formuty wyrazaja wtasnosci elementow struktury
relacyjnej lub calej struktury; formuly sa prawdziwe lub fatszywe.

Definicja 1. Termy dziela si¢ na proste 1 ztozone. Termy proste sa to
zmienne indywiduowe 1 state indywiduowe. Termy ztozone sa to
wyrazenia f(t,...,t,) takie, ze f jest n—argumentowym symbolem
funkcyjnym, a ¢4, ..., 7, sa termami.
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Niech F; = {f', g%}, C,. = {a}. Termami prostymi sa np.
X,y,Z,a. Termy ztozone to np.

f(a), g(a,a), f(g(a,a)), f(x), g(x,y), g(f(x),a) itp.

Definicja 1 jest definicja rekurencyjna. Najpierw okresla termy
proste (krok poczatkowy). Nastepnie podaje zasade¢ konstrukcji
termOw zlozonych z terméw o mniejszej zlozonosci; ztozonos¢
f(t,...,t,) jest wigksza od ztozonosci kazdego z termow 14, ..., 1t,.
Ztozonos¢ termu okreSlamy Scisle jako liczbg wszystkich wystapien
symboli funkcyjnych w tym termie. Termy proste maja ztozonosc 0,
termy f(x), g(a,y) ztozonosC 1, term g(f(x), y) ztozonos¢ 2 itd.

Uwaca. W Definicji 1 1 przykiadzie termy zapisywano w notacji
prefiksowej: symbol funkcyjny (operator) przed argumentami.
Standardowe operatory dwuargumentowe zwykle piszemy miedzy
argumentami (notacja infiksowa), np. x + y zamiast +(x, y). W logice
stosujemy notacje¢ prefiksowa w rozwazaniach ogolnych; w
przyktadach stosujemy notacje infiksowa dla znanych operatorow.
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Definicja 2. Formuty dziela si¢ na atomowe 1 ztozone. Formuty
atomowe to wyrazenia P(t,...,1,) takie, ze P jest n—argumentowym
symbolem relacyjnym, a ¢4, ..., #, sa termami. Formuty ztozone sa to
wyrazenia (-A), AAB),(AV B), (A — B), (A & B), (VxA), (dxA)
takie, ze A, B sa formutami, a x jest zmienna indywiduowa.

Powyzsza definicja jest tez definicja rekurencyjna. ZfoZonos¢
formuty okreslamy jako liczbe wszystkich wystapien statych
logicznych w tej formule. Krok poczatkowy okresla formuty
atomowe; maja one ztozonosS¢ 0. Krok indukcyjny podaje zasady
konstrukcji formut ztozonych z formut o mniejszej ztozonosci.

Niech R; = {P!, 0%}, F; = {f!}, C; = {a}. Wtedy np.
P(x), Q(a,y), P(f(x)), O(f(x), f(y)) sa formutami atomowymi
(atomami). Formutami ztozonymi sa np. (=P(x)), (Vx(—=P(x))),
(Vx(P(x) — (Ay0O(x,y)))). W praktyce opuszczamy nawiasy: (1)
zewngetrzne, (2) jak w KRZ, dodatkowo przyymujac, ze Yx 1 dx maja
te sama site, co —. Piszemy: —P(x), Yx—=P(x), Vx(P(x) — dyQO(x,y)).
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Formul¢ VxA czytamy: dla kazdego x A.
Formul¢ dxA czytamy: istnieje x takie, ze A.

Znaczenie kwantyfikatorow jest intuicyjnie jasne, lecz nie mozna go
zdefiniowaC za pomoca innych, bardziej podstawowych pojecC. Jezeli
opisujemy ustalona, skonczona strukturg relacyjna, ktorej wszystkie
elementy sa oznaczone stalymi indywiduowymi ay, ..., a,, to
VxA(x) jest rownowazne koniunkcji A(a;) A --- A A(a,), a AxA(x)
jest rownowazne alternatywie A(a;) V - -+ V A(a,). Tu A(x)
reprezentuje dowolna formule, a A(a;) reprezentuje wynik
podstawienia a; za x w A(x) (podstawianie w formutach KRP
omawiamy doktadnie w podrozdziale 2.3).

W przypadku struktur nieskonczonych otrzymalibySmy koniunkcje 1
alternatywy nieskonczenie wielu formut, niedopuszczalne w KRP.

Sa dopuszczalne w logikach infinitarnych, znacznie bardziej
skomplikowanych od KRP.
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Kwantyfikatory wiaza zmienne. W formule YxP(x, y) zmienna y jest
wolna, a zmienna x jest zwiazana; doktadniej, oba wystapienia
zmiennej] x sa zwiazane.

Pojecie podformuly danej formuty mozna okresli¢ rekurencyjnie: (1)
jedyna podformuta formuty atomowej A jest A, (2) podformutami
formuty —=A (VxA, dxA) sa ta formuta 1 wszystkie podformuty

formuty A, (3) podformutami formuty AAB(AV B,A — B, A < B)
sa ta formuta oraz wszystkie podformuty formut A, B.

Definicja 3. Wystapienie zmiennej x w formule A jest zwigzane,
jezeli wystgpuje w pewnej podformule B formuly A takiej, ze B jest
postaci VxC lub dxC; pozostale wystapienia x w A sa wolne.
Zmienna nazywamy wolng w formule A, jezeli w A wystepuje
przynajmniej jedno wolne wystapienie tej zmiennej.

Definicja 4. Formuty nie zawierajace zmiennych wolnych

nazywamy zdaniami (albo: formutami domknietymi). Termy 1
atomy nie zawierajace zmiennych nazywamy ustalonymi.
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2.3. Podstawianie w termach i formutach

TER; oznacza zbi6r wszystkich termow jezyka L. Podstawieniem
nazywamy dowolna funkcje o : V — TER| taka, ze V jest
skonczonym zbiorem zmiennych indywiduowych. Podstawienie o
reprezentujemy jako liste przypisan:

o=[x1/t,....,xu/t],

gdziet; =o(x;)dlai=1,...,n. Wtedy V = {x1,..., x,}.
Przyjmujemy, ze te zmienne sa rozne.

Symbolem & oznaczamy podstawienie 1dentycznosciowe [].

Dla kazdego termu ¢ 1 podstawienia o powyzsze] postaci okreSlamy
term to, powstajacy z ¢t w wyniku rOwnoczesnego podstawienia
termu #; za kazde wystapienie zmiennej x; dlai =1,...n.

Dla kazdej formuty A 1 podstawienia o powyzszej postaci okreslamy
formut¢ Ao, powstajaca z A w wyniku rOwnoczesnego podstawienia
t; za kazde wolne wystapienie zmiennej x; dlai =1,...,n.
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(x+y)-Olx/y, y/z+1]=@+(@z+ 1)) -y
(Axx =y)[x/y, y/z+ 1] =dxx=z+ 1.

Rekurencyjna definicja to1 Ao dlao =[x, /1, ..., x,/t.].
X0 =1,

yo=ydlay ¢ {x,...,x,},

aoc=adlaa € Cy,

f(s1,...,8)0 = f(s10,...,8,0),

P(si,..., 8,0 = P(s10,...,8,0),

(—A)o = —-Ao (przyymujemy, ze o wiaze najsilniej),

(A * B)o = Ao = Bo,

(VxA)o = VxAo, (AxA)o = dxAo, jezeli x € {xi,..., X},

(Vx;A)o = Vx;Ac’, (Ax;A)o = Ax;Ac”’, gdzie o’ powstaje z o przez
usuniecie przypisania x;/t;.
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Dla dowolnych podstawien o, n okreSlamy zfoZenie on jako
podstawienie, polegajace na kolejnym wykonaniu podstawien o 1 1.

Niech o = [x1/t1,..., X/, 1 = [y1/S1s- - Ym/Sm], Przy czym nie
wykluczamy x; = y; dla pewnych i, j. Wtedy:

on = [xi/tn, ... Xn/tanl, iy [ Siys -« 5 Vie/ Sie]
gdzie y;,,...,y; satymi wszystkimi zmiennymi ze zbioru
{V1,...,Ym}, ktore nie naleza do zbioru {x, ..., x,}.

Przyjmujemy, ze o = n, jezeli xoo = xn dla kazdej zmienne;j x.
Wtedy mamy fo = tp oraz Ao = An dla wszystkich termow ¢ 1
formut A. Zachodza nastepujace roOwnosci:

t(on) = (to)n, A(on) = (Ao)n (dla otwartych A), te = t, Ae = A
(on)8 = o(nh) (prawo tacznosci zlozenia podstawien),

go = 0 = o€ (g jest elementem neutralnym dla zlozenia
podstawien).
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Definicja 5. Mowimy, ze term ¢ jest podstawialny za zmienna x w
formule A, jezeli zadne wolne wystapienie x w A nie wystepuje w
podformule postaci VyB, an1 dyB takiej, ze y wystepuje w 7.

Niech A = dy x < y. Wtedy t jest podstawialne za x w A
wtw, gdy y nie wystepuje w ¢. Na przyktad, termy z, z + x, O sa
podstawialne za x w A, lecz termy y, y + 1 nie sa podstawialne za x
w A. Zauwazmy, ze formuta A jest prawdziwa w strukturze liczb
catkowitych. Jezeli ¢ jest podstawialne za x w A, to formuta A[x/1]
jest tez prawdziwa w tej strukturze, np. dyz <y, dyz+ x <y,
dy0 < y. Jezeli t nie jest podstawialne za x w A, to A[x/¢] moze nie
byC formuta prawdziwa w tej strukturze, np. dAyy <y, dyy+1 < y.
Jezeli t nie jest podstawialne za x w A, to mOwimy, ze nastapita
kolizja zmiennych przy podstawianiu A[x/?].

Uwaca. Kazdy term ustalony jest podstawialny za dowolna zmienna
w dowolnej formule. Kazdy term jest podstawialny za dowolna
zmienna w dowolnej formule, nie zawierajacej kwantyfikatorow.
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3. Interpretacje i twierdzenie Herbranda

3.1. Interpretacje, modele, prawa

Definicja 1. Interpretacjq jezyka L nazywamy pare M = (U, (—)Y)
taka, ze Uy, jest niepustym zbiorem (uniwersum interpretacji M), a
(—)M jest funkcja okreSlona na zbiorze symboli pozalogicznych
jezyka L, spetniajaca nastepujace warunki:

jezeli P* € Ry, to (P")M jest n—argumentowa relacja na zbiorze Uy,
jezeli " € Fy,to (f"HM jest n—argumentowa operacja na zbiorze U,

jezeli a € Cp, to a¥ jest elementem zbioru Uy,.




Logiczne podstawy informatyki

29

Oznaczenie: TER7 - zbior termow ustalonych jezyka L

Definicja 2. Niech M bedzie interpretacja jezyka L. Dla kazdego
termu ¢ € TERY okreslamy element ' € Uy, zwany wartoscig termu
t w interpretacji M:

a¥ jest okreSlone przez M dlaa € Cy,

Definicja 3. Niech M bedzie interpretacja jezyka L. Jezyk L B
wzbogacamy do jezyka L,;, dodajac do L nowe state indywiduowe d
dla wszystkich elementéw d € U, takich, ze d # t dla kazdego

t e TERY.

Interpretacje M wzbogacamy do interpretacji dla jezyka Ly,
przyjmujac (d) = d dla kazdej nowej stalej indywiduowe;j d.

Kazdy element zbioru U, jest wartoScia pewnego ustalonego termu
jezyka Ly,.




Logiczne podstawy informatyki

30

Definicja 4. Niech M bedzie interpretacja jezyka L. OkreSlamy
pojecie zdania prawdziwego w M dla zdan jezyka Ly,.

— A czytamy: zdanie A jest prawdziwe w M.
= P(ty, ..., 1) © PM@EM, ... i,
= -A o M I# A,

=AANB o MEFEA1MEB,

—AVB o MEAlIlubM E B,
—A->Bo(MEA>=>MEDB),

—Ao B (MEASMEB),

= VxA < dla kaZdegoteTER%M M E Alx/t],

= JdxA @istniejeteTERLL‘M takie, ze M |E A[x/t].

R I IXIXXXKXK
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Oznaczenie: V(A) - zbi6r zmiennych wolnych w formule A

Definicja 5. Niech M bedzie interpretacja jezyka L. Niech A bedzie
formuta jezyka L taka, ze V(A) = {x1,..., X,}.

Moéwimy, ze formula A jest prawdziwa w M (piszemy: M E A),
jezelh M = Alx,/t1,...,x,/t,] dla wszystkich termow
t,...,tn €TER] .

Whniosek. M = A wtw, gdy M = Vx;...Vx,A.

Definicja 6. Podstawienie o nazywamy ustalonym dla formuty A,
jezeli Ao jest zdaniem.

Uwaca. Definicje 5 mozna sformutowac tak:

M E A, jezeli M E Ao dla kazdego podstawienia o ustalonego dla A
w jezyku Ly,.
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Oznaczenie: FOR, - zbior formut jezyka L

Definicja 7. Moéwimy, ze formuta A jest prawem (albo: tautologia)
KRP, jezeli M E A dla kazdej interpretacji M danego jezyka.
Piszemy: Ekgrp A.

Fxkrp A S VM E A

Definicja 8. Interpretacje M nazywamy modelem zbioru formut §,
jezeli M | A dla kazdej formuly A € §. Piszemy: M = S.

MIZS @VAegMIZA

Definicja 9. Mowimy, ze formuta A logicznie wynika ze zbioru
formut §, jezeli formuta A jest prawdziwa we wszystkich modelach
zbioru S. Piszemy: S Exrp A.

S Fxkrr A © V(M ES > M EA)
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Nastepujace formuty sa prawami KRP.
(1) VxP(x) — P(a) (prawo podstawiania)
(2) P(a) — dxP(x) (drugie prawo podstawiania)
(3) Vx(P(x) A Q(x)) & YxP(x) A VxQ(x) (prawo rozdzielnosci V
wzgledem A)
(4) Ax(P(x) V O(x)) & dxP(x) V AxQO(x) (prawo rozdzielnosci
wzgledem V)
Prawdziwos¢ tych praw w kazdej interpretacji danego jezyka jest
oczywista na podstawie znaczenia kwantyfikatorow 1 spojnikow

logicznych. Istnieja rézne systemy dowodzenia praw KRP; niektore
z nich poznamy w dalszym ciagu.

Fakt 1. Niech A,...,A,, B beda zdaniami. Wtedy B logicznie
wynika w KRP ze zbioru {A4,...,A,} wtw, gdy formuta
A AN---NA, — Bjest prawem KRP.
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Poniewaz (1) 1 (2) sa prawami KRP, wiec zdanie P(a)
logicznie wynika ze zdania YxP(x) (tzn. ze zbioru {VxP(x)}), a
zdanie dxP(x) logicznie wynika ze zdania P(a).

Definicja 10. Méwimy, ze formula A jest logicznie rownowazna
formule B w KRP, jezeli formuta A < B jest prawem KRP.

Poniewaz (3) 1 (4) sa prawami KRP, wigc formuta po
lewej stronie danego prawa jest logicznie rOwnowazna formule po
prawej stronie tego prawa.
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Podstawowe prawa KRP
(TLO) wszystkie formuty logicznie prawdziwe na gruncie KRZ

prawa podstawiania

(TL1a) VXA — Alx/t], (TL1le) A[x/t] — dxA (warunek: t jest
podstawialne za x w A)

prawa zbednego kwantyfikatora

(TL2a) VxA & A, (TL2e) dxA <& A (warunek: x ¢ V(A))
prawa dwustronnego dotgczania kwantyfikatorow do implikacji
(TL3a) Vx(A —» B) —» (VXA — YxB)

(TL3e) Vx(A — B) — (dxA — dxB)

prawa jednostronnego dolqczania kwantyfikatora do implikacji
(TL4a) Yx(A — B) — (A — YxB) (warunek: x ¢ V(A))

(TL4e) Yx(A — B) — (dxA — B) (warunek: x ¢ V(B))




Logiczne podstawy informatyki

36

prawa rozdzielnosci kwantyfikatorow

(TL5a) Vx(A A B) & YxA A VxB

(TLS5e) dx(A vV B) & dxA v dxB

niepetne prawa rozdzielnosci kwantyfikatorow
(TL6a) VXA V YxB — VYx(A V B)

(TL6e) dx(A A B) —» dxA A AxB

prawa przestawiania kwantyfikatorow

(TL7a) VxVyA & VyVxA

(TL7¢) dxdyA < dydxA

niepetne prawo przestawiania kwantyfikatorow
(TL8) dxVyA — VydxA
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prawa De Morgana dla kwantyfikatorow

(TL9a) -VxA & dx—A, (TL9¢) -dxA < Vx-A
prawa zamiany zmiennej zwigzanej

(TL10a) VxA < VyA[x/y], (TL10e) dxA < dyA[x/y],

jesli spetnione sa warunki: (wl) x #y, (W2) y € V(A), (w3) y jest
podstawialne za x w A.

Te warunki sa spetnione, jezeli y nie wystgpuje w VxA (jest tzw.
nowa zmienna).

prawa wylgczania kwantyfikatora przed nawias

(TL11a) VxA * B & Vx(A = B) dla = € {A, V}, jesli x ¢ V(B).
(TL11e) dxA = B & dx(A = B) przy tych samych zastrzezeniach.
prawa ekstensjonalnosci dla kwantyfikatorow

(TL12a) Yx(A < B) — (VxA & YxB)

(TL12e) Yx(A < B) — (dxA < dAxB)
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Definicja 11. Zbi6r formut § nazywamy spetnialnym, jezeli istnieje
model zbioru S.

Fakt 2. Zdanie A jest prawem KRP wtw, gdy zdanie —A nie jest
spetnialne (tzn. zbidr {—A} nie jest spetnialny).

Fakt 3. Niech A bedzie zdaniem. S Exgp A wtw, gdy zbior § U {-A}
nie jest speinialny.

Fakt 4. Niech A bedzie formuta otwarta (tzn. bez kwantyfikatorow).
Wtedy A Exgrp Ao dla dowolnego podstawienia o

Zaktadamy M [ A. Niech o bedzie podstawieniem. Niech
n bedzie podstawieniem ustalonym dla Ao w jezyku L;,. Mamy
(Ao)n = A(on), wigc on jest podstawieniem ustalonym dla A.
Wobec tego M = A(on), czyli M = (Ao )n. Tak jest dla kazdego
podstawienia 17 ustalonego dla Ao, a wigc M E Ao. Q.E.D.
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3.2. Interpretacje Herbranda i twierdzenie Herbranda

H; =TER7 - uniwersum Hebranda dla jezyka L, B, - zbior
ustalonych atomow jezyka L, baza Hebranda dla jezyka L

Definicja 12. Interpretacje M jezyka L nazywamy interpretacjq
Herbranda, jezeli spetnia nast¢pujace warunki:

(a) UM — HLa
(b) a” = a dla kazdej stalej a € C;,

©) M@,...,t,) = f(t,...,t,) dla kazdego symbolu funkcyjnego
f" e Fpiwszystkicht,...,t, € Hy.

Fakt 5. Niech M be¢dzie interpretacja Herbranda jezyka L. Wtedy
M =t dla kazdego t € H;.

Indukcja po t. a¥ = a dla a € C; na mocy Def. 12 (b).

(f(tlaatn))M — fM(tMaat;jqw) — fM(tlaatn) — f(tlaatn) na
mocy Def. 2, zatozenia indukcyjnego 1 Def. 12(c). Q.E.D.
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Uwaca. Jezel1 M jest interpretacja Herbranda jezyka L, to Ly, = L.

Lemat 1. Niech § bedzie zbiorem zdan otwartych jezyka L.
Nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) zbior § jest spetnialny w sensie KRP,
(b) zbior § jest spetnialny w sensie KRZ,

(¢) 1stnieje model Herbranda zbioru S, tzn. interpretacja Herbranda
M jezyka L taka, ze M = S.

Oczywiscie (¢) = (a).
Wykazemy (a) = (b). Zakladamy (a). Istnieje interpretacja M jezyka
L taka, ze M E S . OkreSlamy wartoSciowanie w : By — {0, 1}.
w(A) =1 & M E A dlakazdego A € B;.
Przez indukcje po ztozonosci A tatwo udowodnic, ze ta

rOwnowaznoS¢ zachodzi dla kazdego otwartego zdania A. Poniewaz
M = A dla kazdego A € S, wigc w spetnia zbior §S.
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Wykazemy (b) = (¢). Zaktadamy (b). Istnieje wartoSciowanie
w : By — {0, 1}, ktore spelnia zbior S'. OkreSlamy interpretacje
Herbranda M jezyka L.

PM(t,....t,) © wP(t,...,t,) =1
Wykazemy, ze dla kazdego otwartego zdania A:
MEA © wEA,

gdzie w E A znaczy w(A) = 1.

ME P(ty,....t,) © PM@, ...t o PM(r,....t,) o wE
P(ty,..., 1)

ME-AeoMEFEFASwWwWEASWE-A
MEAANBe MEAIMEB) s WEAiwEB)©owEAAB

Podobnie dla Vv, —, <». Poniewaz w speitnia zbior S, wiec M E S.
Q.E.D.
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Definicja 13. Zdaniem uniwersalnym nazywamy zdanie postaci

Vxi...Vx,B, gdzie B jest formula otwarta (zwana matrycq tego

zdania). Kazde zdanie postaci Bo- nazywamy ustalong instancjq
tego zdania uniwersalnego.

Oznaczenia: gr(A) - zbior wszystkich ustalonych instancji zdania
uniwersalnego A

gr(S) = Jpceg gr(C) dla zbioru zdan uniwersalnych §

Lemat 2. Niech § bedzie zbiorem zdan uniwersalnych. Nast¢pujace
warunki sa rOwnowazne:

(a) zbior § jest spetnialny w sensie KRP,
(b) zb16r gr(S) jest spetnialny w sensie KRP (KRZ),

(¢) 1stnieje model Herbranda zbioru S .
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Oczywiscie (¢) = (a).

Wykazemy (a) = (b). Zaktadamy (a). Istnieje interpretacja M taka,
ze M E S. Niech C € gr(S). Wtedy C = Bo, gdzie B jest matryca
zdania uniwersalnego A € §. Mamy M E B, skoro M = A. Stad

M E Bo na mocy Faktu 4. Zatem M = C. WykazaliSmy M [ gr(S).

Wykazemy (b) = (¢). Zakltadamy (b). Na mocy Lematu 1 istnieje
model Herbranda M zbioru gr(S). Wykazemy M = §. Niech A € §.
Wtedy A = Vx;...V¥x,B, gdzie B jest formuta otwarta. Dla kazdego
podstawienia o ustalonego dla B mamy Bo € gr(S), a wigc

M E Bo. Zatem M E A. Wykazalismy M = §. Q.E.D.

Twierdzenie Herbranda. Niech S bedzie zbiorem zdan
uniwersalnych. Zbior § nie jest speinialny w sensie KRP wtw, gdy

pewien skonczony podzbidr zbioru gr(S) nie jest spetnialny w sensie
KRZ.

Twierdzenie wynika z Lematu 2 1 twierdzenia o zwartosSci
dla KRZ.
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Skolemizacja

Dla kazdego zdania A mozemy skonstruowac zdanie uniwersalne A,,,
spetniajace warunek: A jest spelnialne wtw, gdy A, jest spelnialne.

(1) Zdanie A przeksztalcamy w logicznie rownowazne zdanie A" w
preneksowej postaci normalnej Q1x; ... Q,x,C, gdzie C jest formula
otwarta, a 04, ..., 0, € {V¥, d}. A jest logicznie rownowazne A’,
jezeli:

dlakazdego M, M Ao MEA’.

(2) Eliminuyjemy kwantyfikatory istnienia z A”.
Zdanie dxD zastepujemy zdaniem D[x/c], gdzie c jest nowa stala.

Zdanie Vx; ...Vx,dxD zastepujemy zdaniem
Vxi...Vx,D[x/f(x1,...,x,)], gdzie f jest nowym symbolem
funkcyjnym.

Po skonczonej liczbie takich przeksztalcen otrzymamy zdanie A,,.
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Podobnie dla kazdego skonczonego zbioru zdan S mozemy
skonstruowac skonczony zbior zdan uniwersalnych § ,, spetniajacy
warunek: zbior § jest spetnialny wtw, gdy zbior S , jest spelnialny.

(a) zdanie A jest prawem rachunku predykatow,
(b) zdanie —A jest niespelnialne,

(¢) zdanie (—A), jest niespeinialne,

(d) gr((=A),) krz 0.

Fakt 6. Niech S bedzie skonczonym zbiorem zdan, a A zdaniem.
Nastgpujace warunki sa rownowazne:

(@) S Fxre A,

(b) zbior § U {—A} jest niespelnialny,
(¢) zb16r (S U {—A}), jest niespelnialny,
(d) gr((S U{=AD.) Frz 0.

Fakt 5. Dla kazdego zdania A nastepujace warunki sa rOwnowazne:
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automatycznego dowodzenia twierdzen metoda rezolucji
zdaniowe;.

I. State a, b, c, d, e.

Relacja R(x, y); sens: x jest rodzicem y.

Relacja F(x); sens: x jest kobieta.

S ={R(a,b),R(b,c),R(c,d),R(d,e), F(a), F(c), F(e)} (baza danych)
A = dx(F(a) A R(a, x) A R(x, c)), sens: a jest babcia c.

Wykazemy S Egrp A.

—A jest rtéwnowazne zdaniu Yx(=F(a) V =R(a, x) V =R(x, ¢)),
(—=A), = —A.

gr((—A),) zawiera klauzule: —F(a) V =R(a,b) V =R(b, ¢).
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1.

A Al

Dowdd rezolucyjny klauzuli 0 na podstawie
gr(S U{-A}) =5 U gr(=4)
—F(a) V =R(a,b) V =R(b,c) (z gr(=A))

F(a)

—R(a,b) V =R(b, c)
R(a,b)

-R(b, c)

R(D, ¢)

0

(z5)
(z 1,2)
(z5)
(z 3,4)
(zS)
(z 5,6)
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Ten sam dowod w postaci drzewa:

-F(a)V =R(a,b) V =R(b,c) F(a)

N

—R(a,b) V =R(b, c)

-R(b, c)

R(a, b)

N

R(D, ¢)

N
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II. B = dxVyP(x,y) — VydxP(x,y)

=B jest rownowazne zdaniu AxVyP(x,y) A AyVx—-P(x,y).
Sprowadzamy —B do preneksowej postaci normalne;.
AxVyP(x,y) A JuVz—P(z, u)

dxduVyVz(P(x,y) A ~P(z, u))

(mB), = VyVz(P(a,y) A ~P(z,)))

gr((—B),) zawiera zdanie: P(a,b) A = P(a, b).

Zatem gr((—B),) Frz O.

Jezeli w jezyku poczatkowym lub w wyniku skolemizacji pojawiaja
si¢ symbole funkcyjne, to zbior ustalonych instanciji jest
nieskonczony; np. za x trzeba podstawiac a, f(a), f(f(a)) 1td.
Opisana procedura daje tylko algorytm pozytywny.

Problem spetnialnosci zdan z dowolnymi kwantyfikatorami 1 zdan
uniwersalnych z symbolami funkcyjnymi jest nierozstrzygalny.
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4. Programy Horna. Semantyka deklaratywna.

Literalami nazywamy atomy 1 negacje atomow, np. P(a), O(x, ),
—P(a), =Q(x, y).
Klauzula jest to alternatywa skonczenie wielu literatow:

-A{V---V=-A, VB V---VB,

gdzie n,m > 0 a A;, B; sa atomami.

Powyzsza klauzula jest logicznie rOownowazna implikacji:

AiA---ANA, > B/ V---VB,

Klauzula Horna jest to klauzula, zawierajaca doktadnie jeden literat
pozytywny:

-A;V---V=A VBalboA, A---ANA, > B
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Klauzule Horna dziela si¢ na:

fakty: B albo — B albo B «,
reguly: Ay A---ANA, - BalboB «— A,,...,A,,
gdzie n > 1. B nazywamy nagtowkiem, natomiast list¢ A,..., A,

nazywamy trescia tej reguty. W jezyku angielskim stosuje si¢
terminy ‘head’ 1 ‘body’.

W Prologu stosuje si¢ notacje : — zamiast «—.

Definicja 1. Programem Horna nazywamy skonczony zbior klauzul
Horna.

Procedura programu Horna jest to zbior wszystkich klauzul tego
programu, ktorych nagidwek ma ten sam symbol relacyjny. Ta
procedura definiuje dana relacje. Program Horna mozna rozumiec
jako zbi16r procedur.




Logiczne podstawy informatyki

52

Prosty program definiujacy relacje dodawania liczb
naturalnych suma(X, Y, Z), sens: X + Y = Z.

W jezyku jest stata O 1 jednoargumentowy symbol funkcyjny s -
symbol nastepnika.

Liczby naturalne utozsamiamy z termami 0, s(0), s(s(0)), .. ..
Program SUMA zawiera jedna procedurg.

(P1) suma(0, X, X) «

(P2) suma(s(X), Y, s(Z)) <« suma(X, Y, Z)

1. suma(0, s(0), s(0)) instancja (P1)
2. suma(s(0), s(0), s(s(0))) « suma(0, s(0), s(0)) instancja (P2)
3. suma(s(0), s(0), s(s(0))) MP 2,1

Z. tego programu logicznie wynika atom suma(s(0), s(0), s(s(0))).
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Oznaczenie: L(P) - jezyk programu P. Zawiera wszystkie symbole
pozalogiczne, wystepujace w P. Jezeli L(P) nie zawiera stalych
indywiduowych, to dodajemy jedna stala, zeby Hyp) # 0.

Aby okresli€ interpretacj¢ Herbranda jezyka L(P), wystarczy
okreslié relacje PY dla symboli relacyjnych P. Taka relacja jest
jednoznacznie wyznaczona przez wszystkie atomy P(tq,...,1,)
takie, ze PM(¢,...,t,), czyli M E P(t1,...,t,). Zatem interpretacje
Herbranda M jezyka L(P) mozemy utozsamiC ze zbiorem

{A € By : M E A}. To moze by¢ dowolny podzbior bazy
Herbranda By p). W konsekwencji interpretacje Herbranda jezyka
L(P) utozsamiamy z dowolnymi podzbiorami zbioru By p); piszemy
M C BL(p). Dla A € BL(p) mamy-: AeM o M |: A.

Relacje M; C M, rozumiemy jako relacje inkluzji migdzy zbiorami
atomOw ustalonych.

Oznaczamy Hp = HL(p), Bp = BL(p).
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(0 jest naymniejsza interpretacja Herbranda jezyka L(P).
W tej interpretacji wszystkie relacje sa puste 1 wszystkie atomy z Bp
sa falszywe.

Bp jest najwicksza interpretacja Herbranda jezyka L(P). W tej
interpretacyi wszystkie relacje sa totalne 1 wszystkie atomy z Bp sa
prawdziwe.

Definicja 2. Niech P bedzie programem Horna. OkreSlamy
interpretacje Herbranda Mp = {A € Bp : P Egrp A}.

Lemat 1. Mp jest naymniejszym modelem Herbranda programu P.
Wykazemy Mp = P.

Niech B € P. Na mocy Faktu 3.4 B Exgp Bo dla dowolnej ustalone;
instancji Bo faktu B. Stad P Exgp Bo, a wigc Bo € Mp, czyli

Mp E Bo dla kazdej ustalonej instancji Bo faktu B. Zatem Mp = B
(patrz Def. 3.5).
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Niech B < A;,...,A, nalezy do P. Aby wykazac, ze ta formula jest
prawdziwa w Mp, musimy wykazac, ze jej kazda ustalona instancja
(B« Ay,...,A,)o jest prawdziwa w Mp. OczywiScie ta instancja
pokrywa si¢ z Bo «— A o,...,A,0.

Zaktadamy Mp = Ajo A --- AN A,o. Namocy Def. 3.4, Mp = Ao
dla kazdegoi =1,...,n. Stad A;c € Mp, czyli P Exgrp A;o dla

kazdegoi =1,...,n. Wobec tego P Exrp A10 A --- A A,0. Ponadto:

PIZKRPAlO'/\'“/\AnO'—)BO'

na mocy Faktu 3.4. Stosujac MP, otrzymujemy P Egrp Bo, a wigc
Bo € Mp, czyli Mp = Bo.

Niech M bedzie modelem Herbranda programu P. Niech A € Mp.
Wtedy P Exrp A, wicc M E A, skoro M = P. Zatem A € M.
Wykazalismy Mp C M. Q.E.D.
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Uwaca. Ograniczenie do klauzul Horna jest istotne. Rozwazmy
program {P(a) V P(b)}. Dla tego programu H; = {a, b},
B; = {P(a), P(Db)}. Istnieja doktadnie cztery interpretacje Herbranda:

M, =0, M, ={P(a)}, Mz = {P(b)}, My = B,

M>, M5, M4 sa modelami Herbranda tego programu. Zaden z nich
nie jest nagymniejszym modelem Herbranda; M, 1 M3 sa
minimalnymi modelami Herbranda tego programu.

Model Mp stanowi tzw. semantyke deklaratywng programu Horna P.

Uwazamy, ze program P opisuje model Mp.

Na przyktad, gdy pytamy dla jakich wartosci x, y zachodzi R(x, y) na
gruncie programu P, to chodzi nam o ustalone termy ¢, ¢, takie, ze
R(t1, 1) jest prawdziwe w Mp.

W przypadku programu SUMA Mp sktada si¢ ze wszystkich
atomow suma(s™(0), s"(0), s (0)).
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Atomy nalezace do Mp mozna generowaC w nastepujacy sposob.
Okreslamy ciag zbiorow (Mp;)i>0, Mp; C Bp.
M PO — (Z)

Mp;. sktada si¢ ze wszystkich nagldwkow ustalonych instancji
klauzul z P, ktorych wszystkie atomy w tresci naleza do Mp;.

W szczegolnosci Mp; sktada sie ze wszystkich ustalonych instancji
faktow z P.

Mamy: Mp; € Mp;, dla kazdego i > 0. Dowdd stosuje indukcje
wzgledem i. Dla i = 0 mamy Mpy = 0 C Mp;.

Zakladamy Mp; € Mp;.;. Wykazemy Mp;,1 € Mp;,,. Niech

A € Mp;, . Wtedy A jest naglowkiem pewnej ustalonej instancji
klauzuli z P, ktorej wszystkie atomy w tresci naleza do Mp;, a wiec
naleza do Mp,.,. Zatem A € Mp,.,.

Lemat 2. Mp = UiZO Mp,,'.
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Oznaczmy M = | J;so Mp;. Cel: Mp = M.

Dowodzimy M C Mp. Wystarczy wykazaC Mp; C Mp dla kazdego
i > 0. Stosujemy indukcje wzgledem i.

Dlai = 0 mamy Mpy = Q0 C Mp.

Zakladamy Mp; € Mp. Wykazujemy Mp;,1 € Mp. Niech A € Mp,. ;.

Wtedy istnieje formuta Bo <+ A0, ...,A,0, bedaca ustalona
instancja klauzuli B <— A4,...,A, z P (n > 0), taka ze wszystkie
atomy A ;o naleza do Mp; oraz A = Bo . Z zalozenia indukcyjnego
Ajo € Mp dla wszystkich 1 < j < n, czyli Mp | Ajo. Poniewaz
Mp E P, wigc Mp = Bo «— A,0,...,A,0. W konsekwencji

Mp E Bo,czyli Bo € Mp. Zatem A € Mp.

Dowodzimy Mp C M. Wystarczy wykazaé M | P 1 skorzystac z
Lematu 1.

Niech B bedzie faktem z P. Kazda ustalona instancja Bo faktu B
nalezy do Mp;, wiec nalezy do M, a stad M = Bo. Zatem M = B.
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Niech B < Aq,...,A, bedzie reguta z P. Niech Bo «— A,0,...,A,0
bedzie ustalona instancja tej reguty. Wykazemy, ze kazda taka
instancja jest prawdziwa w M.

Zaktadamy M = Ao A---NAo. Stad M E Ao, czyhi Ajo e M
dla wszystkich 1 < j < n. Wobec tego istnieja k; > 0 takie, ze

Ajo € Mpy,dla j=1,...,n. Niech k bedzie najwigksza z liczb k;.
Poniewaz Mpy, C Mpy, wigc Ao € Mpy dla wszystkich j=1,...,n.
Stad Bo € Mp;.1, awiec Bo € M, czyli M = Bo.

WykazaliSmy M = B < A4,...,A,. Q.E.D.

Dla programu SUMA mamy:

Mp, sklada si¢ z atomow suma(0, s™(0), s"(0)) dlam > 0,
Mp, doktada atomy suma(s(0), s"(0), s"*1(0)) dla m > 0,
Mp; doktada atomy suma(s'(0), s™(0), s™*'(0)) dla m > 0.




Logiczne podstawy informatyki

60

Definicja 3. Zadaniem (albo: zapytaniem, ang. goal) nazywamy
niepusta klauzule, w ktorej wszystkie literaty sa negatywne.

—-AV---V-A,dlam>1,

gdzie Aq,..., A, sa atomami; w innej notacji:

— Al, c oo Am
Niech xq, ..., x, beda wszystkimi zmiennymi wolnymi w tej
klauzul..

Sens zapytania: dla jakich wartosci zmiennych x, . .. x, prawdziwe
sq atomy A, ..., A"

Definicja 4. Niech P begdzie programem Horna, a G zadaniem.
Odpowiedzig poprawng dla P U {G} nazywamy podstawienie 6,
ograniczone do zmiennych w V(G) 1 takie, ze

P Ekrp (A1 N--- NAL)O.
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W YJASNIENIA.

Dalsze postepowanie polega na dodaniu zadania do programu P 1
wyprowadzeniu fatszu logicznego (klauzuli pustej). W ten sposob
wykazujemy, ze zbioOr:

PU{Vx;...Vx,(mA; V---=A,,)}
nie jest speinialny. W konsekwencji zbior:

PU{=dx;...dx,(A; A---ANA,)}
nie jest spetnialny. Na mocy Faktu 2 z rozdziatu 1

P IZKRP Elxl Elxn(Al AN /\Am)

Dowdd zdania egzystencjalnego dx; ... dx, (A1 A--- A A,,) jest
konstruktywny. Znajdujemy podstawienie 6 = [x;/t1, ..., X,/t,]
takie, ze P IZKRP (A1 VANEIRIEIVAN Am)H
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5. Uzgadnianie
Termy 1 atomy nazywamy wyrazeniami prostymi.

Definicja 1. Niech S bedzie niepustym zbiorem wyrazen prostych.
Podstawienie o takie, ze Eo = E’o dla wszystkich E, E’ € §,
nazywamy podstawieniem uzgadniajgcym (albo: unifikatorem, ang.
unifier) zbioru §. Podstawienie o nazywamy najogolniejszym
podstawieniem uzgadniajgcym (albo: najogolniejszym unifikatorem,
ang. most general unifier) zbioru S, jezeli o jest podstawieniem
uzgadniajacym zbioru S oraz dla kazdego podstawienia
uzgadniajacego i zbioru S istnieje podstawienie y takie, ze n = oy.

Oznaczamy So ={Ec : E € S}.

Zamiast ‘o jest unifikatorem zbioru S’ mowimy tez: o unifikuje
(albo: uzgadnia) zbior §S.

Definicja 2. Zbior S nazywamy unifikowalnym (albo:
uzgadnialnym), jezeli 1stnieje unifikator zbioru §.
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S ={f(x,a), f(g(y,a),2)}.

Podstawienie uzgadniajace: o = [x/g(y, a), z/al.

Mamy: So = {f(g(y, a), a)}.

W dalszym ciagu czgsto utozsamiamy zbior S o z jedynym
elementem tego zbioru, jezeli o unifikuje zbior S'.

Inne podstawienie uzgadniajace: o’ = [x/g(a, a),y/a, z/a].

Mamy: So’ = {f(g(a, a),a)}.

Wykazemy dalej, ze o jest najogdlniejszym unifikatorem zbioru S .
o’ nie jest najogolniejszym unifikatorem zbioru §. Mamy

o’ = oly/al.

Definicja 3. Wyrazenia proste £, E, nazywamy wariantami, jezeli
istnieja podstawienia o, 0 takie, ze £, = Eyo11 £ = E»075.

Definicja 4. Podstawienie o nazywamy przemianowaniem
zmiennych w wyrazeniu E, jezeli o jest bijekcja zbioru V(E) na
zb10r V(Eo).
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Fakt 1. Jezeli wyrazenia proste Eq, £, sa wariantami, to 1stnieja
podstawienia ny, n, takie, ze E, = E\ny, E1 = E>n, oraz n; jest
przemianowaniem zmiennych w E; dlai = 1, 2.

Dowod. Zaktadamy, ze E;, E, sa wariantami. Istnieja podstawienia
01,02 takie, 7€ E2 = E10'1, E1 = E20-2. Niech n; b@leG
ograniczeniem podstawienia o; do zmiennych z V(E)).

Mamy E2 = Eli]l, E1 = Ez?]z. Stad E1 = E17717729 E2 = E27]2771.

W konsekwenciji xn11, = x dla kazdego x € V(E) oraz yn,n; = y dla
kazdego y € V(E,). Wobec tego 17; odwzorowuje V(E ) w V(E,)
oraz 17, odwzorowuje V(E,) w V(E,). Ponadto odwzorowanie 1,7,
jest odwzorowaniem 1dentycznosciowym na V(E}); podobnie 1,1,
jest odwzorowaniem identycznoSciowym na V(E,). Zatem 17; 117, sa

bijekcjami. Q.E.D.

Fakt 2. Jezeli 01, 0, sa najogolniejszymi unifikatorami zbioru §, to
So18 0, sa warlantami.
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Definicja 5. Niech § = {Ey,..., E,}, n > 2. OkreSlamy zbior
niezgodnosci zbioru §, oznaczany przez Dy . Traktujac wyrazenia E;
jako tancuchy symboli, znajdujemy najmniejsza pozycije¢ [ taka, ze
istnieja dwa wyrazenia E;, E; majace rozne symbole na pozycji [. W
kazdym wyrazeniu z S na pozycji [ musi wyst¢gpowacC symbol
znaczacy: zmienna, stata, symbol funkcyjny lub symbol relacyjny.
/Zbi0r Dy sktada si¢ ze wszystkich podwyrazen sensownych (termow
lub atomow) e; wyrazen E;, ktore zaczynaja si¢ na pozycji .

S ={f(x,a), f(gy,a),2)}.
Wyrazenia z tego zbioru maja rézne symbole na trzeciej pozycii, a
rOwne symbole na pozycjach pierwszej 1 drugie;.
DS — {xa g(ya a)}

Zauwazmy, ze x jest zmienna, a g(y, a) jest termem nie
zawlerajacym zmiennej X.
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Fakt 3. Jezeli o unifikuje zbior § (przynajmniej dwuelementowy),
to o unifikuje zbior Dy.

Fakt 4. Jezeli zbior Dy jest unifikowalny, to zawiera dwa wyrazenia,
z ktorych jedno jest zmienna, a drugie jest termem nie zawierajacym
tej zmienne;.

Dowaod. Zatdzmy, ze o unifikuje zbi0or Dg. Wtedy 1stnieja rozne
wyrazenia e;, e; € Dy takie, ze e;o = e;jo. Te wyrazenia maja rozne
symbole na pierwszej pozycji. W nastepujacych przypadkach nie
istnieje unifikator zbioru {e;, e;}.

(a) e;, e; zaczynaja sie od roznych symboli funkcyjnych, (b) e;, e;
zaczynaja si¢ od réznych symboli relacyjnych, (¢) jedno z tych
wyrazen jest termem, a drugie atomem, (d) jedno z tych wyrazen jest
stata, a drugie nie jest zmienna, (¢) jedno z tych wyrazen jest
zmienna, a drugie termem zawierajacym t¢ zmienna.

Zatem {e;, e;} = {x, t}, przy czym x ¢ V(¢). Q.E.D.
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Algorytm unifikacji. (J. Robinson 1965)
Wejscie: S ={E,,...,E,},n > 1, E; - wyrazenia proste.
(0) Przyymij oy = €. Dlak =0, 1,2,... wykonu;:

(1) Wyznacz zbior S 0. Jezeli |S o] = 1, to STOP; wyjscie o.
Jezeli |S 0| > 1, to wyznacz Dy, 1 przejdz do (2).

(2) Jezeli nie istnieja x, t € Dy, takie, ze x ¢ V(r), to STOP; wyjsScie
NIE. W przeciwnym razie wybierz taka par¢ x, f 1 przyjmij
01 = oilx/t]; wroC do (1) przy k := k + 1.

Twierdzenie o unifikacji. Dla dowolnego niepustego, skonczonego
zbioru S algorytm unifikacji konczy prace w skonczonej liczbie
krokow. Jezeli zbior S jest unifikowalny, to algorytm zwraca
najogolniejszy unifikator zbioru S. Jezeli zbior § nie jest
unifikowalny, to algorytm odpowiada NIE.

Whiosek. Jezeli niepusty, skonczony zbior S jest unifikowalny, to
1stnieje najogolniejszy unifikator zbioru S'.
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Niech S ={E{,...,E,},n > 1.

(W1) Algorytm uruchomiony na S konczy prace po skonczone;
liczbie krokow.

Poniewaz o1 = o[x/t], gdzie t jest podtermem pewnego
wyrazenia z S 0, zmienna x wystepuje w S o oraz x € V(1), wigc w
zbiorze S 0,1 zmienna x juz nie wystepuje, a wszystkie zmienne
wystepujace w S 0,1 wystepowaly w S o.. Stad

V(S o) < |V(S0oy)|. Zatem algorytm produkuje tylko skonczenie
wiele podstawien o, 01, ...,0,, przy czym m < |[V(§)|.

(W2) Jezeli zbior S nie jest unifikowalny, to algorytm uruchomiony
na S odpowiada NIE.

Zat6zmy, ze zb10r S nie jest unifikowalny. Na mocy (W1) algorytm
uruchomiony na S konczy prace po skonczonej liczbie krokow. Nie
moze skonczycC pracy zgodnie z (1), poniewaz nie istnieje o takie, ze
IS o| = 1. Zatem konczy prace zgodnie z (2).
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(W3) Jezeli zbior § jest unifikowalny, to algorytm uruchomiony na
S zwraca najogolniejszy unifikator zbioru §'.

Zaktadamy, ze zbi16r § jest unifikowalny. Algorytm produkuje
podstawienia o, 0q,...,0,,. Najpierw wykazemy nastepujaca
wlasnosc.

(*) Dla kazdego unifikatora n zbioru S oraz kazdego k < m 1stnieje
podstawienie y; takie, ze n = o yx.

Dowodzimy (*) przez indukcj¢ wzgledem k. Ustalmy unifikator 7
zbioru S.

k = 0. Przyymujemy yy = n. Mamy n = &n = 0Yp.
Z1 Istnieje vy, takie, ze n = oy, (kK < m).

TI Istnieje vy, takie, ze 1 = Ok 1Vir1-
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Skoro k < m, to istnieja x,t € Dg,, takie, ze x ¢ V(¢) 1
Ors1 = oklx/t]. n unifikuje zbidr S, wiec y; unifikuje zbior Soy 1
zbi0r Dg,. Stad xy; = ty;.

OkreSlamy v 1.

XYis1 = X. YYis1 = VYx dla y r6znych od x.

Wykazemy yi = [x/t]yes-

x[x/t]yke1 = tyrs1 = tyy (skoro x & V(1)) = xy;

YIX/t)Yker = YYie1 =YYk

Ostatecznie 1 = oy = o[ X/tYie1 = Orse1Vis1- WykazaliSmy ().
(**) o, jest unifikatorem zbioru S'.

Przypusémy, ze |S 0,,| > 1. Poniewaz zbior § jest unifikowalny, wiec
istnieje unifikator n zbioru §'. Na mocy (*) istnieje vy, takie, ze

N = 0unYm> a WIEC v, unifikuje zbior S o, czyl tez zbior Dy, . Na
mocy Faktu 4 istnieja x, ¢ € Dy, takie, ze x & V(z).
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Zgodnie z (2) algorytm produkuje o1, CO jest sprzeczne ze
znaczeniem o,,. Zatem [So,,,| = 1.

Na mocy (**) algorytm zwraca o, zgodnie z (1). Na mocy (*) 1
(**) o, jest najogllniejszym unifikatorem zbioru S, co konczy
dowdd (W3) 1 calego twierdzenia. Q.E.D.

LS =1{f(x,a), f(g(y.a),2)}.
op=¢&.500=9S. Dss, = {x,80,a)}
o1 = [x/gy,a)l. So1 = {f(g(y,a),a), f(g(y,a),2)}, Dsos, = 1a,z}
oy = oilz/a]l = [x/g(y,a),z/al, S0z = {f(g(y,a), a)}
STOP. Wyjscie: 0.
ILS ={f(x,a), f(gy,a),x)}
Jak wyzej o1 = [x/g(y, a)], wigc
So1 =11, a),a), f(g(y.a),8(y, a))}.
Dsy, =1{a,g(y,a)}. Zgodnie z (2) algorytm odpowiada NIE.
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6. Rezolucja liniowa

Reguta rezolucji liniowej (RRL)

— A, .. A1LAL AL, A (zadanie, G)
B« By,...,B, (wariant klauzuli z P)

(—A,...,A;_1,By,....,B,,A;11,...,Ar)0c (nowe zadanie, G')
gdzie o jest najogollniejszym unifikatorem (mgu) zbioru {A;, B}.

Regule (RRL) stosujemy do zadania G 1 wariantu C pewnej klauzuli
programu P. Wybrany atom A; zadania G uzgadniamy z nagtéwkiem
klauzuli C, wyznaczajac mgu o. Rezolwenta jest nowe zadanie G'.

Zauwazmy, ze G’ logicznie wynika z G 1 C w KRP. Tak jest,
poniewaz z G wynika Go, z C wynika Co, az Go 1 Co wynika G’
na mocy reguty rezolucji zdaniowej (RRZ).
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Definicja 1. Niech P begdzie programem Horna, a G zadaniem w
jezyku programu P. Wyprowadzeniem liniowym dla P U {G}
nazywamy skonczony lub nieskonczony ciag

(Gy, Cy,Gy,...,C,, Gy, . . .), spelniajacy warunkai:

(a) G = G,

(b) dla kazdego i > 1, jezel1 C; wystepuje w ciagu, to C; jest
warlantem klauzuli z P, ktorego zmienne nie wystepuja w
(Go, C1,Gh, ..., Cin1, Gioy),

(c) dla kazdego i > 1, jezeli G; wystepuje w ciagu, to G; jest
rezolwenta klauzul G;_;, C; na mocy (RRL).

Liczbe n nazywamy dfugoscig skonczonego wyprowadzenia
liniowego (G(), Cl, Gl, c oo Cn, Gn)

Definicja 2. Skonczone wyprowadzenie liniowe dla P U {G},
konczace si¢ klauzula pusta, nazywamy refutacjq liniowg dla

P U {G}.
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Drzewo wyprowadzenia lintowego:

Gy C,
\/

A
\/
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Uwaca. Klauzulg pusta oznaczaliSmy symbolem 0. W przyjetej tu
notacji implikacyjnej bedziemy oznaczac t¢ klauzulg symbolem «.

Uwaca. Wymog punktu (b) definicji wyprowadzenia liniowego
mozna realizowac przez standaryzacje zmiennych. Przyjmujemy, ze
klauzula C; zawiera zmienne indeksowane przez i, np. x;, y;, Z;.

Ponadto przyymujemy, ze zadne podstawienia stosowane przed
i—tym krokiem wyprowadzenia liniowego nie wykorzystuja
zmiennych wystepujacych w C,.

Ten wymog zapobiega pozornej nieuzgadnialnosci. Na przykiad
zadanie < P(x) i klauzula P(f(x)) « nie dadza rezolwenty,
poniewaz zbior {P(x), P(f(x))} nie jest unifikowalny. Konkretny
ksztatt zmiennych w klauzulach programu nie ma znaczenia, wiec
mozemy zastapiC P(f(x)) < przez P(f(x;)) <. Wtedy wyznaczymy
mgu o = [x/f(x;)].
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Definicja 3. Niech (G, Cy, G, ..., C,, G,) bedzie refutacja liniowa
dla P U {G}. Niech 04, ..., 0, beda kolejnymi najogdlniejszymi
unifikatorami wyznaczonymi w tej refutacji. Podstawienie

010, - - - 0, ograniczone do zmiennych wystepujacych w G
nazywamy odpowiedzig obliczong dla P U {G} (przez t¢ refutacje).

Rozwazmy ponownie program SUMA.
suma(0, X, X) «
suma(s(X), Y, s(Z)) «<suma(X, Y, Z)

Zadanie: < suma(s(0), s(0), 2)
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G: «—suma(s(0), s(0), 2)
Cy: suma(s(Xy), Yy, s(Z;)) «suma(X;, Yy,7Z;)
Gy : <suma(0, s(0),Z;)
C, : suma(0, X», X») «
Gy :
Zo03 = s(Zy)o> = s(s(0)).
Odpowiedz obliczona: [Z/s(s(0))]

Refutacja lintowa dla SUMA U{« suma(s(0), s(0), Z)}:

(zadanie)
o1 = [X1/0, Y1/s(0), Z/s(Z)]

o2 = [X2/5(0), Z1/5(0)]
(klauzula pusta)
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Twierdzenie 1 (o poprawnosci rezolucji liniowej). Kazda odpowiedz
obliczona dla P U {G} jest odpowiedzia poprawna dla P U {G}.

Niech (G, Cy, Gy, ..., C,, G,) bedzie refutacja liniowa dla
P U {G} z kolejnymi mgu o7, ..., 0,. Niech o bgdzie podstawieniem
o -+ -0, ograniczonym do zmiennych w G. Niech
G = (< A4,...,Ay). Wykazemy:

(*) P Egrp (A1 A --- NAp)o

przez indukcje wzgledem n.

n=1. Wtedy k=1, C; = (B <), 01 jest mgu zbioru {A, B}. Bo
jest instancja faktu z P, wiec P Eggrp Boi. Zatem P Egrp A1071,
skoro Ajoy = Bo.

Z1: (*) zachodzi dla refutacji dtugosci n — 1.
TI: (*) zachodzi dla refutacji dtugosci n, (n > 1).
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Niech Cy = (B <« By,..., B,,) a 0y bedzie mgu zbioru {A;, B}, gdzie
A; jest wybranym atomem z G. Wtedy G, jest klauzula:

(<_ Ala .o 9Ai—19 Bla oo aBmaAi+1a R aAk)O-l

Ciag (G1,C,,Go, ..., C,,G,) jest refutacja liniowa dlugosci n — 1 dla
P U {G,} z koleyjnymi mgu o, ..., 0,. Namocy ZI:

PExrp (Af A AB{A--AB, A NAYO
skoro o = oy(0» - - - 0,,). Poniewaz:
PIZKRP (Bl/\/\Bm—>B)O'

wigeC P Exrp (A1 A -+ ABA--- ANAp)o, czyli otrzymaliSmy (),
skoro Bo = (A;)o. Q.E.D.
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Definicja 4. Jezeli w regule (RRL) o jest unifikatorem
(niekoniecznie najogolniejszym) zbioru {A;, B}, to wniosek
nazywamy nieograniczong rezolwentq przestanek tej reguty.
Nieograniczong refutacje liniowg dla P U {G} okreSlamy jak
refutacj¢ liniowa za wyjatkiem tego, ze dla kazdego G; moze byc¢
nieograniczona rezolwenta G,_;, C; dla kazdegoi =1, ..., n.

Lemat 1 (0o mgu). Niech (G, Cy, Gy,...,C,, G,) bedzie
nieograniczona refutacja liniowa dla P U {G} z kolejnymi
unifikatorami 6y, ..., 6,. Wtedy 1stnieje refutacja liniowa dla P U {G}
postaci (Gy, C1, (G1)',...,C,, (G,)) z kolejnymi mgu o7, ..., 0,
taka, ze 6, --- 6, = o - - - 0,y dla pewnego podstawienia .

Dowod. Indukcja po dtugosci nieograniczonej refutacji liniowej dla
P U {G}. Niech « powstaje z G =< A i B « w jednym kroku, przy
czym 6; jest unifikatorem zbioru {A, B}. Wtedy 1stnieja mgu o tego
zbioru 1 podstawienie vy takie, ze 6, = o;y. Oczywiscie

(«— A, B «, <) jest refutacja lintowa dla P U {G}.
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Zaktadamy, ze teza lematu jest prawdziwa dla nieograniczonych
refutacji lintowych dtugoscin — 1 (n > 1). Niech
(Gy,C1,Gq,...,C,,G,) bedzie taka refutacja dtugosci n.
Przyymiymy, ze Gy =<— Ay,..., A, Ci = B <« By,..., B, 0; jest
unifikatorem zbioru {A;, B}, a Gy = (<« A,,...,By,....B,,,..., A0,
gdzie ciag By, ..., B, zajal miejsce A; w A4, ..., A;.

Wtedy istnieja mgu o zbioru {A;, B} oraz podstawienie ¢ takie, ze

0; = 016. Mozemy przyjac, ze 6 nie wykorzystuje zmiennych
wystepujacych w C,. Okreslamy:

(Gl), = (<— Al,...,Bl,...,Bm,...,Ak)O'l.

(G1),Cy, Gy, ..., C, G, jest nieograniczona refutacja lintowa dla
P U {(G1)'} z kolejnymi unifikatorami 66,, 65, . . ., 6,,. RzeczywiScie,
poniewaz 6, uzgadnia wybrany atom A6; w G z nagtdwkiem B’
klauzuli C,, czyli A6,6, = B’'6,, wigc mamy:

AO'1592 = B,QQ = B’562, CZYH 592 uzgadnia AO'1 z B’
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Na mocy zalozenia indukcyjnego, 1stnieja refutacja liniowa
(G1),Cr, (Go),...,C,, (Gy)) dla PU{(G1)'} z koleyjnym1 mgu
0,...,0, oraz podstawienie vy takie, ze 66, --- 0, = 0 - - - T,Y.

Wobec tego, (Gy, C1, (G1)',Cor, (G2)', ..., C,, (G,)) jest refutacja
liniowa dla P U {G} z koleyjnym1 mgu o4, ..., 0,. Mamy:

8192"'0n 20'1592“'9,120'10'2"'0'”’)/. QED

Lemat 2 (o przenoszeniu). Niech 6 bedzie podstawieniem
niewykorzystujacym zmiennych standaryzowanych. Niech

(Gy, Cy,Gy,...,C,,G,) bedzie refutacja liniowa dla P U {G6} z
kolejnymi mgu 74, ..., n,. Wtedy istnieja refutacja liniowa
(G,Cq,(Gy),...,C,(G))) dla PU{G} z kolejnymi mgu o4, ..., 0,
oraz podstawienie vy takie, ze On; - - -1, = 01 -+ - O,Y.

Dowod. Zauwazmy, ze (G, Cy,Gq,...,C,, G,) jest nieograniczona

refutacja liniowa dla P U {G} z kolejnymi unifikatorami
on,n, . ..,n,. Korzystamy z lematu 1. Q.E.D.
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Definicja 5. Atfomem sukcesu programu P nazywamy ustalony atom
A € Bp taki, ze 1stnieje refutacja liniowa dla P U {« A}. S p oznacza
zb10r wszystkich atomow sukcesu programu P.

Twierdzenie 2 (o stabej petnosci rezolucji liniowej). S p = Mp dla
dowolnego programu Horna P.

Lemat 3. Niech P bedzie programem Horna, a A atomem jezyka Lp.

Jezeli P Ekgrp A, to € jest odpowiedzia obliczona dla P U {«< A}.
Twierdzenie 3 (o petnosci rezoluciji liniowej). Niech 6 bedzie
odpowiedzia poprawna dla P U {G}. Wtedy istnieje odpowiedz
obliczona o dla P U {G} taka, ze GO = Goy dla pewnego
podstawienia .

Nieformalnie: kazda odpowiedz poprawna jest instancja pewnej
odpowiedzi obliczone;.

Dowody lematu 3 1 twierdzen 2 1 3 podano na wyktadzie.
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Regula obliczeniowa nazywamy przepis, zgodnie z ktorym
wybieramy atom A; zadania <— A4, ..., A; w kolejnym zastosowaniu
reguty (RRL). Regule obliczeniowa nazywamy jednorodnag, jezeli
wybor atomu A; zalezy tylko od zadania < A4, ..., A, (nie zalezy
np. od dotychczasowego przebiegu wyprowadzenia). Jednorodna
regute obliczeniowa mozna przedstawiC jako funkcje R, ktora
kazdemu zadaniu < Ay, ..., A; przyporzadkowuje liczbg

i €{l,...,k}. Przykladami jednorodnych regut obliczeniowych sa:

LEFT: R(< A4,...,A;) = 1 (zawsze wybieramy pierwszy atom
zadania)

RIGHT: R(«— Ay, ...,A;) = k (zawsze wybileramy ostatni atom
zadania)

W Prologu zwykle implementuje si¢ regute LEFT.

Wszystkie wyniki tego rozdzialu pozostaja prawdziwe, jezeli
ograniczymy si¢ do wyprowadzen liniowych, zgodnych z reguta
LEFT.
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SLD-rezolucja jest to rezolucja liniowa zgodna z dana reguta
obliczeniowa.

Przy ustalonej regule obliczeniowej, kolejne zadanie G;
wyprowadzenia lintowego (G, Cy, G1,...) mozna na ogot
wyznaczyC na kilka sposobow, w zaleznosci od klauzuli programu,
ktorej nagtowek uzgadniamy z wybranym atomem zadania G,_;.

Prolog traktuje program jako ciag klauzul 1 wybiera klauzule w
kolejnosci ich wystepowania w programie. Kiedy wybor zakonczy
si¢ porazka, tzn. otrzymamy zadanie, w ktorym wybrany atom nie
jest uzgadnialny z nagtéwkiem zadnej klauzuli programu, nastepuje
nawracanie: system uniewaznia ostatnio wybrana klauzule,
uzgadnialna z odpowiednim atomem A 1 wybiera kolejna klauzule
programu, uzgadnialna z atomem A; w przypadku, gdy nie znajdzie
takiej klauzuli, nawraca do poprzedniego wyboru klauzuli
uzgadnialnej 1 kontynuuje te procedure.
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Teoretycznym opisem tego postgpowania jest SLD-drzewo,
przedstawiajace wszystkie wyprowadzenia liniowe dla P U {G},
zgodne z dana reguta obliczeniowa. Wierzcholtki drzewa
etykietyjemy zadaniami. Etykieta korzenia jest G. Jezeli G’ jest
etykieta pewnego wierzcholka, to nast¢pniki tego wierzchotka (w
porzadku horyzontalnym) sa etykietowane kolejnymi rezolwentami,
ktore mozna otrzymac z G’ 1 kolejnych klauzul programu.

Rozwazmy program:
(Cl): p(a,b) <
(C2): pb,c) «
(C3): gq(x,y) « p(x,y)
(C4): q(x,y) « p(x,2),q(z,y)
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Oznaczmy ten program przez P.
Predykat g jest przechodnim domknieciem predykatu p.

Na przyktad dla p interpretowanego p(x,y): x jest rodzicem vy,
interpretacja g bedzie g(x, y): x jest przodkiem y.

Niech G bedzie zadaniem:
«— ¢(a,y) (sens: czyim przodkiem jest a?).
Oto SLD-drzewo dla P U {G}, zgodne z LEFT.
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— q(a,y)
|
(C3) | | (C4)
«— pla,y) — p(a,z1),q(z1,y)
(C1) | | (C1)
«—: (sukces, [y/b]) — q(b,y)
|

(C3) | | (C4)

«— p(b,y) — p(b,22),9(z2,y)

(C2) | | (C2)

«—: (sukces, [y/c]) —q(c,y)
|
(C3) | | (C4)

— plc,y) < plc,23),9(z3,)
(porazka) (porazka)
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W tym drzewie sa dwie gatezie sukcesu, konczace si¢ klauzula pusta
<, wyznaczajace odpowiedzi obliczone [y/b] 1 [y/c]; pozostate dwie
galezie koncza si¢ porazka, tzn. pierwszy atom ostatniego zadania
nie jest uzgadnialny z naglowkiem zadnej klauzuli programu.

System przeszukuje SLD-drzewo metoda przeszukiwania w glab
(ang. depth-first), tzn. galeziami od lewej strony.

Gdyby w programie P zmodyfikowano dwie ostatnie klauzule,
przyjmujac:

(C3): q(x,y) « q(x,2), p(z,y)

(C4): q(x,y) < p(x,y)
to SLD-drzewo dla P U {G}, zgodne z reguta LEFT, miatoby

pierwsza (od lewej strony) gataz nieskonczona. Wtedy system nie
znalaztby zadnej odpowiedzi obliczone;.




