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6. Liczby naturalne

Aksjomaty G. Peano, oparte na pojeciach pierwotnych: liczba
naturalna, zero, nastepnik liczby naturalne;.

(1) Zero jest liczba naturalna.
(2) Nastepnik liczby naturalnej jest liczba naturalna.
(3) Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;.

(4) Jezeli nastepniki dwoch liczb naturalnych sa réwne, to te
liczby sa rowne.

(5) Jezeli X jest zbiorem liczb naturalnych, spelniajacym
warunki:

(a) zero nalezy do X,

(b) dla dowolnej liczby naturalnej, jezeli ta liczba nalezy do X,
to jej nastepnik nalezy do X,

to kazda liczba naturalna nalezy do X.
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W teorii mnogosci mozna skonstruowac obiekty, spetniajace
aksjomaty Peano. Podamy konstrukcje pochodzaca od J. von
Neumanna.

Glowna idea: liczba naturalna n jest zbiorem wszystkich liczb
naturalnych mniejszych od n.

0=10

1 ={0} = {0}

2={0,1} ={0,{0}}

3= {07 1, 2} — {@7 {Q)}v {@7 {Q)}}}

Ogo6lnie: n ={0,1,...,n — 1}.

Przy tej konstrukeji prawdziwe sg rownowaznosci:
m<n<mecn,

m<n<<smcn,

dla dowolnych ustalonych liczb naturalnych m, n.
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Zauwazmy, ze n+1={0,1,... . n—1,n} =nU{n}.

Definicja 1. Zbior X U { X} nazywamy nastepnikiem zbioru X i
oznaczamy S(X).

S(X)=XU{X}.

Definicja 2. Zbioér X nazywamy indukcyjnym, jezeli spelnia
warunki:

(a) 0 € X,

(b) Vy (Y € X = S(Y) € X).

Definicja 3. Liczbg naturalng nazywamy zbiér nalezacy do
wszystkich zbioréow indukcyjnych.

Zatem liczbami naturalnymi sa zbiory: (), S(0), S(S(0)) itd.,
ktore utozsamiamy z liczbami 0, 1, 2 itd.
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Aksjomat nieskonczonosci. Istnieje zbior indukcyjny.

Fakt 1. Istnieje zbior wszystkich liczb naturalnych.

DowOD. Na mocy aksjomatu nieskonczonosci istnieje zbior
indukcyjny. Ustalmy taki zbior Z. Kazda liczba naturalna
nalezy do Z, a wiec zbior:

{X € Z: X jest liczba naturalng }

istnieje na mocy aksjomatu wyrédzniania 1 pokrywa sie ze
zbiorem wszystkich liczb naturalnych. Q.E.D.

Zbi6r wszystkich liczb naturalnych oznaczamy symbolem N.
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Twierdzenie 1 (zasada indukcji matematycznej I). Jezeli zbior
X C N spelnia warunkai:

(a) 0 € X, (b) Vpen(n € X = S(n) € X),
to X = N.

DowOD. Niech X C N spetnia warunki (a) i (b). Wtedy () € X
oraz Vy (Y € X = S(Y) € X). Wobec tego zbiér X jest
indukcyjny, a stad N C X. Zatem X = N. Q.E.D.

Whniosek (zasada indukcji matematycznej I1). Niech ¢(n) bedzie
formuta, dla ktorej prawdziwe sa warunki:

(a) ©(0), (b) Vaen(ip(n) = ©(5(n))).
Wtedy V,en ().

DOWOD. Stosujemy Twierdzenie 1 do zbioru
X={neN:ypn)} QED.
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Fakt 2. V,en(n C N).

Stowami: kazdy element liczby naturalnej jest liczba naturalna.
DowOD. Niech ¢(n) bedzie formuta: n C N.

I. Krok poczatkowy: 0 C N. Tak jest, skoro 0 = .

[1. Krok indukecyjny: V,en(n C N = S(n) C N).

Zalozenie indukcyjne (ZI): n C N (dla ustalonego n € N).

Teza indukcyjna (TI): S(n) C N (dla tego samego n).

Dowodzimy (TI). Mamy S(n) =nU{n}. Na mocy ZI n C N.
Ponadto n € N, wiec {n} C N. Zatem S(n) C N na mocy praw
inkluzji. QED

Fakt 3. Vi, nen(m € n = m C n).

Fakt 4. VneN(n = S(TL))

Fakt 5. V,en(n € n).
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Teraz mozemy udowodni¢ wszystkie aksjomaty Peano.
Aksjomaty (1), (2) wynikaja z definicji liczby naturalne;.

Aksjomat (3) jest prawdziwy, poniewaz 0 = (), a S(n) # () na
mocy Faktu 4.

Aksjomat (5) to Twierdzenie 1. Pozostaje udowodnié¢ aksjomat
(4)-
Fakt 6. Vi, nen(S(m) = S(n) = m = n).

DoOwOD. Zaktadamy S(m) = S(n). Stad mU{m} =nU {n}.
Wobec tego m e nU{n} in e muU{m}.

Przypusémy, ze m #% n. Wtedy m € nin € m. Na mocy Faktu
3 m C n, awiec n € n, wbrew Faktowi 5. Zatem m =n. Q.E.D.
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Definicja 4. Relacje mniejszos$ci < na zbiorze N okreslamy
wzorem: m < n < m < n.

Otrzymujemy prawa.:

Vimnen(k <mAm <n=k<n) (Fakt 3),
Vien(n < S(n)) (Fakt 4),

Vuen—(n < n) (Fakt 5),

Vinnen(m < S(n) & m < nVm=n).

m < S(n) = menU{nt—menvVme{n}—om<nVm=n

Twierdzenie 2 (zasada indukcji zupetnej). Niech p(n) bedzie
formuta, speliajaca warunek:

Vnen|[Veen(k < n = ¢(k)) = ¢(n)].

Wtedy Vyen ¢(n).
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Twierdzenie 3 (zasada minimum). Niech ¢(n) bedzie formuta.

Witedy:

Tneng(n) = Jnenl@(n) AVien(k <n = —p(k))].
DoOwOD. Zaktadamy 3,ene(n). Stad =V,en—@(n).
Na mocy Tw. 2 mamy:

“Vnen|Vken(k < n = —p(k)) = —p(n)],

a ta formuta jest logicznie rownowazna formule:
Jenle(n) A Vien(k < n = —p(k))]. Q.E.D.

Stormutowanie stowne zasady minimum: Jezeli istnieje liczba
naturalna n taka, ze ©(n), to istnieje najmniejsza liczba
naturalna n taka, ze p(n).

Vinnen(m <nVm=nVn <m) (prawo trychotomii)
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Twierdzenie 4 (o definicjach indukcyjnych). Dla dowolnych
funkcji f: X — Y ig: X XN XY +— Y istnieje doktadnie jedna
funkcja h : X x N — Y, spelniajaca réwnania:

hz,0) = f(x), h(z,S(n)) = g(z,n, h(z,n))

dla wszelkich z € X, n € N.

IDEA DOWODU. Najpierw wykazujemy, ze dla kazdego k£ € N
istnieje doktadnie jedna funkcja hy : X x {0,1,...,k} — Y,
spelniajgca powyzsze réwnania dla wszystkich n < k. Nastepnie
definiujemy h = J, . - Q.E.D.

Twierdzenie 4 uzasadnia definicje indukcyjne (albo:
rekurencyjne) dziatan dodawania i mnozenia liczb naturalnych.

m+0=m, m+ S(n)=S(m+n)
m-0=0,m-Sn)=(m-n)+m
Tu X =Y =N.
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Fakt 7. n+1 = S(n) dla kazdego n € N.
DowoOD. n+1=n+5(0)=S(n+0)=S(n) Q.E.D.

Fakt 8. (k4+m)+n =k + (m + n) dla wszelkich k,m,n € N.

DowOD. Indukcja wzgledem n (przy ustalonych k,m).

n = 0.

Mamy: (k+m)+0=k+m=Fk+ (m+0)

ZI: (k+m)+n=Fk+ (m+n) (dla ustalonego n)

TL (k+m)+ S(n) =k+ (m+ S(n)) (dla tego samego n)

(k+m)+S(n)=S(k+m)+n)="" S(k+ (m+n)) =
k+S(m+n)=k+(m+Sn)) QE.D.

Inny przyktad definicji indukcyjnej:
=1, a"""'=a"adlaaeR, neN.
Tu X =Y =R.
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7. Relacje rownowaznosci
7.1. Relacje rownowaznosci 1 klasy abstrakeji

Definicja 1. Relacje R C A% nazywamy relacjg réwnowaznoscs
na zbiorze A, jezeli relacja R jest zwrotna (na zbiorze A),
symetryczna i przechodnia.

zwrotna na A: Vyca(zRx)
symetryczna: Y, ,(zRy = yRz)
przechodnia: Y, , .(xRy A yRz = xRz)

1. I4 jest relacja réwnowaznosci na zbiorze A.
2. Niech f: X — Y. Relacja R C X? okreslona wzorem:
Ry & f(x) = f(y) dlaz,y € X

jest relacja réGwnowaznosci na zbiorze X.
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Definicja 2. Niech R bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze A.
Dla elementu x € A okreslamy zbior:

z]gr = {y : *Ry} (rownowaznie: x| = {y € A : zRy}).

Zbior |x|g nazywamy klasq abstrakcyi relacji réwnowaznosci R
wyznaczong przez element .

Fakt 1 (wlasnosci klas abstrakcji). Niech R bedzie relacja
rownowaznoscu na zbiorze A.

(a) x € [z]g dla kazdego x € A.

(b) xRy < |x|r = |y|r dla dowolnych x,y € A.

(¢) ~(zRy) & [x]gr N [y]r = 0 dla dowolnych =,y € A.
DOWOD.

(a) Niech = € A. Poniewaz xRz, wiec x € |x]g.
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(b) xRy < |x]r = |y|r dla dowolnych x,y € A
Najpierw udowodnimy:
(1) zRy < V. (xRz < yRz) dla dowolnych =,y € A.

(=). Zaktadamy xRy. Niech xRz. Stad yRx i xRz, a wiec
yRz. WykazaliSmy: xRz = yRz. Niech yRz. Stad xRy i yRz, a
wicec rRz. WykazaliSmy: yRz = xRz. Zatem xRz & yRz dla
kazdego z.

(«). Zaktadamy, ze x,y € AiV,(rRz < yRz). Stad dla z =y
mamy: Ry < yRy. Poniewaz yRy, wiec xRy.

Mamy: xRy <« V. (zRz & yRz) « V.(z € [z]p & z € [y|r) «
< |z|r = [y|r

na mocy (1), definicji klas abstrakcji, aksjomatu
ekstensjonalnosci 1 prawa réwnosci.
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(¢) ~(zRy) & [x]gr N [y]r = 0 dla dowolnych =,y € A.
Wykazemy logicznie rownowazng formute:
rRy < [x|gr N [y|r # 0 dla dowolnych z,y € A.

(=). Zaktadamy zRy. Wtedy [x|gr = |y]gr na mocy (b), a wiec
z]gr N |y|r = |x]r. Poniewaz x € [x|gr na mocy (a), wiec

z[r N [yl # 0.

(«<). Zakladamy [x]g N [y]r # 0. Stad istnieje z € [z]|r N [y] &

Ustalamy takie z. Poniewaz z € |z]g i 2z € |y|gr, wiec xRz i yRz.

Wobec tego xRz 1 2Ry, a wiec zRy. Q.E.D.

Definicja 3. Rodzine wszystkich klas abstrakcji relacji
rownowaznosci R na zbiorze A nazywamy zbiorem tlorazowym
zbioru A przez relacje R i oznaczamy A/R.

A/R={|x|p:x € A}
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Definicja 4. Niech P bedzie rodzing podzbioréw zbioru A.
Rodzine P nazywamy podziatem zbioru A, jezeli speinia
warunki:

(a) wszystkie zbiory rodziny P sa niepuste,
(b) \V/X,yep<X # Y=XNY = @),
(c) P =A.

Warunek (b) wyrazamy stowami: P jest rodzing zbioréw params
roztgcznych.

Twierdzenie 1 (zasada abstrakcji). Jezeli R jest relacja
réwnowaznosci na zbiorze A, to zbior ilorazowy A/R jest
podziatem zbioru A.

DowOD. (a). Niech X € A/R. Wtedy X = |z|r dla pewnego
r € A. Ustalamy takie . Mamy x € [z]r (Fakt 1.(a)), a wiec
X #£0.
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(b). Niech X, Y € A/Ri X #Y. Wtedy X = [z]giY = |y|r
dla pewnych x,y € A. Ustalamy takie x,y. Poniewaz

z]r # [y|r, wigc ~(zRy) (Fakt 1.(b)), a stad [z]r N [y|r =0
(Fakt 1.(c)). Zatem X NY = ().

(c¢) Kazdy zbior X € A/R jest zawarty w A, a wiec

UJ(A/R) C A. Niech x € A. Wtedy = € [z]g i [x]gr € A/R, a
wiec x € |J(A/R). Zatem A C |J(A/R). WykazaliSmy
U(A/R) = A. Q.E.D.

Definicje przez abstrakcje polegaja na okreslaniu nowych
obiektow jako klas abstrakcji pewnej relacji réwnowaznosci.

W nastepnym podrozdziale zdefiniujemy w ten sposob liczby
catkowite 1 wymierne.
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7.2. Liczby catkowite 1 wymierne

Liczby catkowite otrzymujemy przez odejmowanie liczb
naturalnych.

m—-n=m-n"m+n=m"+n
Okreslamy relacje R na zbiorze N x N:

(m,n)R(m’,n"y & m+n"=m'+ndlam,nm’ . n €N

Wykazemy, ze R jest relacja réwnowaznosci na N x N.

Zwrotno$é. Mamy: (m,n)R{(m,n) < m +n =m + n. Zatem

(m,n)R{m,n).

Symetria. Zaktadamy (m,n)R(m',n'). Stad m +n' =m' +n.

Wobec tego m' +n =m +n/, czyli (m’,n’) R(m,n). Zatem
relacja R jest symetryczna.
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Przechodnio$é. Zaktadamy, ze (mq,ni)R{ms, ns) i
<m27 n2>R<m3, n3>‘ Stadd

m1+n2:m2+nlimz+n3:m3+n2.
Otrzymujemy:
mi -+ Ng + N3 = Mo + N1 + N3 = Mo + N3 + Ny = M3 + Nag + Ny,

a wiec: my1 + ng + ny = ms + n1 + ny. Korzystajac z prawa
skracania: m + k =n + k = m = n, dostajemy:

mi + n3 = mg + ny. Zatem (mq,ny)R(ms, n3). Wykazalismy, ze
relacja R jest przechodnia.

Definiujemy Z = (N x N)/R.
Liczbie naturalnej n odpowiada liczba catkowita [(n, 0)]g.
Okreslamy: —n = [(0,n)]g dla n € N.
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0z = [{0,0)]r = {(0,0),(1,1),(2,2), ..
Iz = [{(1,0)]r = {(1,0),(2,1),(3,2),.
—1=1[(0,H)]r = {(0,1),(1,2),(2,3),
—2=[(0,2)]r = {(0,2),(1,3),(2,4)

}=A{(n,n):n e N}

}={{n+1,n):n €N}
={(n,n+1):n e N}
={(n,n+2) :n € N}

Wprowadzimy dziatania dodawania i mnozenia liczb catkowitych

jako dzialania ilorazowe.
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Definicja 5. Niech R bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze A.

Niech * bedzie binarnym dzialaniem wewnetrznym na zbiorze
A. Mowimy, ze relacja R jest zgodna z dziataniem x, jezeli
spelnia warunek:

Varwoanpeea(B1 Y1 A X2 Ry = (@1 % 22) R(y1 * y2)).

Definicja 6. Niech R bedzie relacja rownowaznosci na zbiorze A
zgodng z dziataniem x. Okreslamy dziatanie ilorazowe *r na

zbiorze A/ R:

zlr*r [Ylr = [z xylp dlaz,y € A.

UWAGA. Powyzsza definicja dzialania *xg jest poprawna
definicjg funkcji wtw, gdy spelniony jest warunek:

Z1)r = [Y1]r A [22]r = 1]r = |71 * X2]r = (Y1 * Y2]R,

ktory jest rownowazny warunkowi zgodnosci relacji R z
dziataniem x.
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(m—n)+(m —n')=m+m')—(n+n)

Okreslamy dziatanie & na zbiorze N x N:

(m,n) ® (m',n")y =(m+m',n+n)

Wykazemy, ze relacja rownowaznosci R, okreslona na poczatku,
jest zgodna z dziataniem .

(k, DRE' I A {m,n)R(m', n') =

((k; 1) & (m, ) R((K, 1) & (m/, n'))

Zaktadamy,ze (k, ) R(K',)I") i (m,n)R{m',n').

Stad k+U' =K +1im+n"=m'+n. Dodajemy te rownania
stronami.

Ek+m+U4+n"=FK+m'+1+n, awiec

(k+m,l+n)RK' +m/ ' +n').

Zatem ((k,1) & (m,n))R((K", ') & (m',n')).
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Okreslamy dziatanie ilorazowe na zbiorze Z.

[{m,n)|r &k [(m',n)]r = [(m,n) & (m'.n')]|R
Tak okreslone dziatanie odpowiada dzialaniu dodawania liczb
catkowitych.

1+ (-2)=-1

(L 0)]r ®r [(0,2)|r = [(1,2)]r = [(0, )] = —1.
Podobnie okreslamy mnozenie liczb catkowitych.
(m—n)-(m'—n)y=m-m"+n-n')—(m-n"+m'-n)
Okreslamy: (m,n) ® (m',n’) = (mm’ + nn', mn’ + m'n).
Mozna wykazac, ze relacja R jest zgodna z ©.
Okreslamy: [(m,n)|r Or [(m/,n)]r = [(m,n) © (M',n)]r
(~1) (-2) =2

{0, 1)]r ©r [0,2)]r = [(2,0)]r = 2
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Liczby wymierne otrzymujemy przez dzielenie liczb catkowitych.

/
=" Smn=mndlammnm',n €Z, nn #D0.
n n

Okreslamy relacje R na zbiorze X = 7Z x (Z \ {0}).
(m,nyR(m',n'y & mn' =m'n

Mozna wykazaé, ze R jest relacjg rownowaznosci na X.
Okreslamy: Q = X/R.

Dziatania dodawania 1 mnozenia liczb wymiernych okreslamy
jako dzialania ilorazowe utworzone z dziatan &, ® na X.

(m,n) ® (m',n’) = (mn’ +m'n,nn’)

(m,n) ® (m',n") = (mm' nn)

Najpierw trzeba sprawdzi¢, ze relacja R jest zgodna z tymi
dziataniami.
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8. Relacje porzadkujace
8.1. Relacje porzadkujace 1 liniowo porzadkujace

Definicja 1. Relacje R C A? nazywamy relacjq (czesciowo)
porzgdkujgcq na zbiorze A, jezeli relacja R jest zwrotna (na
zbiorze A), antysymetryczna i przechodnia.

antysymetryczna: V, ,(rRy A yRx = x = y)

Definicja 2. Relacje R C A% nazywamy relacjq liniowo
porzqdkujgcg na zbiorze A, jezeli relacja R jest porzadkujaca i
spojna (na zbiorze A).

spojna: YV, ea(xRy V yRx) (dowolne dwa elementy sa
poréwnywalne)

Definicja 3. Niech R bedzie relacja (odp. liniowo) porzadkujaca
na zbiorze A. Pare (A, R) nazywamy zbiorem uporzgdkowanym
(odp. lintowo uporzgdkowanym).
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(1) Relacja 14 jest relacja porzadkujaca. Jest to najmniejsza (w

sensie zawierania) relacja porzadkujaca na zbiorze A, tzn.
relacja 14 jest zawarta w kazdej relacji porzadkujacej na A.

(2) Relacja inkluzji na P(U), tj. {(X,Y) e P(U)*: X C Y},
jest relacja porzadkujaca.

(3) Relacja podzielnosci na zbiorze N okreslona wzorem:
mn < Jgeynkm =ndlam,n € N

jest relacja porzadkujaca.

(4) Relacja < na zbiorze N jest relacjg liniowo porzadkujaca.
Podobnie < na Z, Q, R.

Relacje porzadkujace czesto oznaczamy symbolami <, <, L.
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Zamiast ‘relacja (odp. liniowo) porzadkujaca’ méwimy tez:
(odp. liniowy) porzadek.

Niech < bedzie porzadkiem na zbiorze A. Okreslamy relacje
< C A? wzorem:

r<ysr<yNzx+ydlazxye A
Tak okreslona relacja < jest przeciwzwrotna i przechodnia.

Relacje przeciwzwrotne 1 przechodnie nazywamy ostryms
(czesciowymi) porzgdkami.

Niech < bedzie ostrym porzadkiem na zbiorze A. Okreslamy
relacjc < C A? wzorem:

r<ysr<yVez=ydlazye A
Tak okreslona relacja < jest porzadkiem na A.

W ten sposob kazdy porzadek wyznacza ostry porzadek i
odwrotnie.
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Ostry porzadek < C A? nazywamy ostrym lintowym porzadkiem
(na zbiorze A), jezeli spelnia warunek stabej spéjnosci:

Vegealt <yVae=yVy<uz).

Kazdy liniowy porzadek wyznacza ostry liniowy porzadek i
odwrotnie.

Niech R C A%? i X C A. Relacje:
RNX*={{x,y) e R:x € X ANy e X}
nazywamy ograniczeniem relacji R na zbior X.

Fakt 1. Niech (A, R) bedzie zbiorem (odp. liniowo)
uporzadkowanym i X C A. Wtedy (X, RN X?) jest zbiorem
(odp. liniowo) uporzadkowanym.

RN X? nazywamy porzadkiem indukowanym na zbiorze X przez
porzqgdek R.
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Definicja 4. Niech (A, R) bedzie zbiorem uporzadkowanym.
Zbior X C A nazywamy faricuchem w (A, R), jezeli (X, RN X?)
jest zbiorem liniowo uporzadkowanym.

Zauwazmy, ze zbior X C A jest tanicuchem w (A, R) wtedy i
tylko wtedy, gdy V. ,ex(zRy V yRx).

1. Rozwazmy zbiér P({a,b}) uporzadkowany przez ograniczenie
stosunku inkluzji na ten zbidr. Ta relacja nie jest liniowym
porzadkiem, poniewaz ani {a} C {b}, ani {b} C {a} nie
zachodzi. Zbiory:

{0,{a},{a;0}} 1 {0,{b},{a,b}}
sg tanicuchami w P({a, b}).

2. Rozwazmy zbior {1,2,3,4} z relacja podzielnosci ograniczong
na ten zbiér. Zbiory {1,2,4}, {1,3}, {1,4} sa taricuchami.
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Definicja 5. Niech (A, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym.
Niech X C A. Element a € A nazywamy:

elementem najmniejszym w zbtorze X, jezeli a € X 1
\V/:I:EX(CL < :E)a

elementem najwiekszym w zbiorze X, jezeli a € X i Vyex(z < a),

elementem minimalnym w zbiorze X, jezeli a € X i
—Jeex(z < a),

elementem maksymalnym w zbiorze X, jezeli a € X 1
_EIZBEX(CL < I),

ograniczeniem dolnym zbioru X, jezeli Vyex(a < x),
ograniczeniem gornym zbioru X, jezeli Vyex(x < a),
kresem dolnym zbioru X, jezeli a jest najwiekszym
ograniczeniem dolnym zbioru X,

kresem gornym zbioru X, jezeli a jest najmniejszym
ograniczeniem goérnym zbioru X.
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1. Rozwazmy zbiér R z normalng relacja <.

W przedziale domknietym |a, b] liczba a jest elementem
najmniejszym, a liczba b jest elementem najwickszym. Kazda
liczba x taka, ze x < a, jest ograniczeniem dolnym przedziatu
la, b], a kazda liczba x taka, ze a < x, jest ograniczeniem gérnym
przedziatu |a, b]. Zatem a jest kresem dolnym, a b kresem
gornym przedziatu |a, b].

W przedziale otwartym (a, b) nie istnieje element najmniejszy,

ani najwiekszy. Ograniczenia dolne i goérne przedziatu (a,b) sa
takie jak dla przedziatu |a,b]. Zatem a jest kresem dolnym, a b
kresem gornym przedziatu (a, b).

Caly zbior R nie ma elementu najmniejszego, ani najwickszego.
Zadna liczba nie jest ograniczeniem dolnym, ani géornym tego
zbioru.
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2. Rozwazmy zbiér N z relacja podzielnosci. 0 jest elementem
najwickszym. a 1 elementem najmniejszym zbioru N. W zbiorze
{n € N:n > 2} kazda liczba pierwsza jest elementem
minimalnym; nie istnieje element najmniejszy, ani najwiekszy
tego zbioru. Nie istniejg elementy maksymalne tego zbioru.

3. Oczywidcie dla zbioru N z normalng relacja < mamy inng
sytuacje. 0 jest elementem najmniejszym zbioru N.

Fakt 2. Kazdy podzbiér zbioru uporzadkowanego (A, <) ma
najwyzej jeden element najmniejszy i najwyzej jeden element
najwiekszy.

DoOwOD. Niech ay,ay € X beda takie, ze V,ex(a; < x) i
Veex(as < x). Wtedy a1 < as i as < aq, a wiec a; = as,
poniewaz relacja < jest antysymetryczna. Podobnie
wykazujemy, ze istnieje najwyzej jeden element najwickszy
zbioru X. Q.E.D.
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Wobec tego kazdy podzbior zbioru uporzadkowanego ma
najwyzej jeden kres dolny 1 najwyzej jeden kres gérny.

Kres dolny zbioru X nazywamy tez infimum zbioru X i
oznaczamy przez inf(X) lub A X.

Kres gorny zbioru X nazywamy tez supremum zbioru X i
oznaczamy przez sup(X) lub \/ X.

Element najmniejszy zbioru X czesto oznacza sie przez min(X),
a element najwickszy zbioru X przez max(X).

Fakt 3. (a) Element najmniejszy (odp. najwiekszy) zbioru X
jest jedynym elementem minimalnym (odp. maksymalnym)
zbioru X oraz kresem dolnym (odp. gérnym) zbioru X.

(b) Jezeli (A, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, X C A
i a jest elementem minimalnym (odp. maksymalnym) zbioru X,
to a jest elementem najmniejszym (odp. najwiekszym) zbioru

X.
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8.2. Liczby rzeczywiste
Podamy konstrukcje liczb rzeczywistych (R. Dedekind).

Definicja 6. Niech (A, <) bedzie zbiorem liniowo
uporzadkowanym. Zbiér X C A nazywamy odcinkiem
poczgtkowym zbioru (A, <), jezeli spelnia warunek:

Veoyt € X ANy<z=yeclX).

Odcinek poczatkowy w (A, <) rézny od A nazywamy wtasciwym
odcinkiem poczgtkowym zbioru (A, <).

Rozwazmy zbiér liniowo uporzadkowany (Q, <), gdzie < jest
normalnym porzadkiem na Q.

Liczby rzeczywiste definiujemy jako niepuste, wlasciwe odcinki
poczatkowe w (Q, <), nie majgce elementu najwiekszego. R
oznacza zbidr liczb rzeczywistych.

Liczba wymierna q jest reprezentowana przez {x € Q : x < q}.
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Mamy: ¢ =sup{z € Q : x < ¢q}. Zatem liczby wymierne sg
reprezentowane przez niepuste, wiasciwe odcinki poczatkowe w
(@, <), majace kres gorny w (Q, <).

Liczby niewymierne odpowiadaja niepustym, wiasciwym
odcinkom poczatkowym w (Q, <), dla ktorych nie istnieje kres
gorny w (Q, <).

Na przyklad, v2to {zr € Q: 2z <0V a? < 2}.

Relacje < na R definiujemy jako relacje inkluzji.

Porzadek < na Q jest gesty, tzn. spelnia warunek:

Veyeo(® <y = F.eolx < 2A 2 <y)).

Porzadek < na R jest gesty 1 ctqgly, tzn. spelnia warunek
ciggtosci:

dla kazdego niepustego zbioru X C R, jezeli zbior X jest
ograniczony z gory, to istnieje kres gérny zbioru X.
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8.3. Zbiory dobrze uporzadkowane

Definicja 7. Porzadek < na zbiorze A nazywamy dobrym
porzqdkiem, jezeli dla kazdego niepustego zbioru X C A istnieje
element najmniejszy w X. Wtedy pare (X, <) nazywamy
zbtorem dobrze uporzgdkowanym.

Fakt 4. Kazdy zbiér dobrze uporzadkowany jest liniowo
uporzadkowany.

DoOwOD. Zaktadamy, ze (A, <) jest dobrze uporzadkowany.
Niech x,y € A. Zbior {x,y} jest niepusty, a wiec istnieje
element najmniejszy w {x,y}. Jezeli x jest tym elementem, to
r < y. Jezeli y jest tym elementem, to y < x. Zatem x < y lub

y < x. Q.E.D.

Fakt 5. Kazdy podzbiér zbioru dobrze uporzadkowanego jest
dobrze uporzadkowany (przez porzadek indukowany).
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1. Zbior (N, <), gdzie < jest naturalnym porzadkiem na N, jest
dobrze uporzadkowany.

To wynika z Tw. 6.3 (zasada minimum). Niech X C N, X # ().
Wtedy J,en(n € X). Na mocy Tw. 6.3 istnieje liczba n € N
taka, ze Vien(k <n = k & X). Ta liczba n jest elementem
minimalnym zbioru X, a wiec jest elementem najmniejszym
zbioru X, skoro (N, <) jest liniowo uporzadkowany (Fakt 3).

Q.E.D.

W konsekwencji kazdy podzbiér zbioru N jest dobrze
uporzadkowany przez relacje < ograniczong na ten podzbidr.
2. Rozwazmy zbior X = {25 :n € NJU{l+ 25 :n € N} 7
naturalnym porzadkiem < na (Q ograniczonym na X. Jest to
dobry porzadek, ktoéry mozna przedstawi¢ tak:

0<il<Zc. <l<l4i<i+ic...
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Zbiory Z, Q, R z naturalnymi porzadkami nie sa dobrze
uporzadkowane.

Ogolna postaé zbioru dobrze uporzadkowanego (X, <):

Ap < a1 < Qg < -+ <byp<by <by<---<cp<cy<cyg<--o,
gdzie ag =min(X), a; =min(X \ {ag}), as =min(X \ {ag, a;})
itd. Oczywiscie zbiér X moze skonczyé¢ sie w dowolnym miejscu
tak tworzonego ciggu pozaskornczonego.

Role standardowych zbioréw dobrze uporzadkowanych graja
liczby porzgdkowe. Kazda liczba porzadkowa jest zbiorem
wszystkich liczb porzadkowych mniejszych od niej, przy czym
stosunek mniejszosci pokrywa sie ze stosunkiem nalezenia.

Skonczone liczby porzadkowe to liczby naturalne. w = N jest
najmniejszg nieskonczona liczbg porzadkows. Nastepne liczby
porzadkowe to S(w) =w+ 1, S(S(w)) = w + 2 itd.

0<1<2<  <w<wH+l<w+2< - <wH+w<---
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Definicja 8. Niech (X, <x), (Y, <y) beda zbiorami
uporzadkowanymi. Moéwimy, ze funkcja f : X — Y zachowuje
porzgdek, jezeli spelnia warunek:

Vapex(a <x b= f(a) <y f(b)).

Jezeli funkcja f spelnia silniejszy warunek:

Vapex(a <x b fla) <y f(b)),
to funkcje f nazywamy zanurzeniem (X,<x) w (Y, <y).

Fakt 6. Kazde zanurzenie jednego zbioru uporzadkowanego w
drugi jest iniekcja.

Definicja 9. Bijekcje f : X — Y, ktora jest zanurzeniem

(X, <x) w (Y, <y), nazywamy izomorfizmem zbioru (X, <x) ze
zbiorem (Y, <y). Mowimy, ze zbior (X, <x) jest izomorficzny ze
zbiorem (Y, <y ) (albo: te zbiory sq izomorficzne), jezeli istnieje
taki izomorfizm. Wtedy piszemy: (X, <x) ~ (Y, <y).
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Fakt 7. Dla dowolnych zbioréw uporzadkowanych (X, <y),

(Y, <y), (Z,<z) spelnione sa warunki:

(a) (X, <x) =~ (X, <x),

(b) jezeli (X, <x) ~ (Y, <y), to (Y, <y) ~ (X, )
(c )Jezeh (X, <x) = (V,<y)i(Y,<y) ~(Z, <Z)
(X, <x) = (Z,<z).

DOwWOD. (a) Funkcja Ix jest izomorfizmem (X, <x) ze soba.
(b) Jezeli f: X — Y jest izomorfizmem (X, <x) z (Y, <y), to
/1 jest izmorfizmem (Y, <y) z (X, <x).

(c) Jezeli f: X — Y jest izomorfizmem (X, <x) z (Y, <y) i
g:Y — Z jest izomorfizmem (Y, <y) z (Z,<z), to go f jest
izomorfizmem (X, <x) z (Z,<z). Q.E.D.
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Lemat 1. Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym,

a funkcja f; X +— X bedzie zanurzeniem (X, <) w siebie. Wtedy
a < f(a) dla kazdego a € X.

DOWOD. Przypus$émy, ze istnieje a € X takie, ze =(a < f(a)),
co jest rownowazne f(a) < a, skoro < jest liniowym
porzadkiem. Oznaczmy A = {a € X : f(a) < a}. Istnieje

b =min(A). Poniewaz f(b) < b, wiec f(b) <bi f(b) # b. Skoro
f jest zanurzeniem, mamy f(f(b)) < f(b) i f(f(b)) # f(b), czyli
f(f(b)) < f(b). Wobec tego f(b) € A, ale f(b) < b, co jest

sprzeczne z definicja b jako elementu najmniejszego w A. Q.E.D.

Lemat 2. Zbiéor dobrze uporzadkowany nie jest izomorficzny z
zadnym swoim wlasciwym odcinkiem poczatkowym.
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DOWOD. Przypusémy, ze (X, <) jest zbiorem dobrze
uporzadkowanym, Y C X jest odcinkiem poczatkowym (X, <),
Y # X oraz (X, <) ~ (Y, < NY?).

Niech f : X +— Y bedzie takim izomorfizmem. Ustalamy

a € X\Y. Mamy y < a dla kazdego y € Y. Poniewaz f(a) € Y,
wiec f(a) < a, wbrew Lematowi 1. Q.E.D.

Twierdzenie 1 (zasada trychotomii dla zbioréw dobrze
uporzadkowanych). Niech (X, <x) i (Y, <y) beda zbiorami
dobrze uporzadkowanymi. Wtedy prawdziwy jest dokladnie
jeden z nastepujacych warunkéw:

(a) (X, <x) ~ (Y, <y),
(b) zbior (X, <x) jest izomorficzny z wlasciwym odcinkiem
poczatkowym zbioru (Y, <y),

(c) zbior (Y, <y) jest izomorficzny z wlasciwym odcinkiem
poczatkowym zbioru (X, <x).
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Twierdzenie 2 (zasada indukeji pozaskoiiczonej). Niech (X, <)
bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym. Niech o(x) bedzie
formuta, okreslong dla elementéw zbioru X i spelniajaca
warunek:

Vaex [Vyex (y <z = ¢(y)) = ¢(z)].

Wtedy Voex p(x).

DOwWOD. Przypusémy, ze istnieje x € X takie, ze —p(x). Niech
ro =min{z € X : =p(x)}. Mamy:

Vyex (y < 20 = ¢(y)).

Stad, na mocy zatozonego warunku, otrzymujemy ¢(x), wbhrew

definicji zo. Q.E.D.
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8.4. Aksjomat wyboru

Aksjomat wyboru. (AC) Dla dowolnej rodziny zbioréw
niepustych i parami roztgcznych istnieje zbioér zawarty w sumie
te] rodziny 1 majacy z kazdym zbiorem tej rodziny doktadnie
jeden element wspélny.

Taki zbioér nazywamy selektorem danej rodziny zbiorow.

Niech A = {{a,b}, {c,d}}. Zbiory
{a,c},{a,d},{b,c},{b,d} sa selektorami rodziny A.

Powyzszy przyktad dotyczy rodziny skonczonej. Bez aksjomatu
wyboru mozna udowodni¢, ze dla kazdej skonczonej rodziny
zbioréw niepustych 1 parami roztgcznych istnieje selektor.

Aksjomat wyboru jest potrzebny, gdy mamy do czynienia z
nieskonczong rodzing zbioréw niepustych i1 parami roztgcznych,
dla ktérej nie znamy warunku wyréozniajacego elementy
pewnego selektora tej rodziny.
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Definicja 10. Niech A bedzie rodzing zbioréw niepustych.
Funkcje F': A | J A taks, ze F(X) € X dla kazdego X € A,
nazywamy funkcjg wyboru dla rodziny A.

Twierdzenie 3. Dla dowolnej rodziny zbioréw niepustych istnieje
funkcja wyboru.

DowoOD. Niech A bedzie rodzing zbioréw niepustych.
Okreslamy rodzine B = {{X} x X : X € A}. B jest rodzing
zbioréw niepustych i parami roztgcznych. Na mocy aksjomatu
wyboru istnieje selektor Z rodziny B. Dla kazdego X € A
istnieje doktadnie jeden element x € X taki, ze (X, x) € Z.
Zatem Z jest tunkcja wyboru dla rodziny A. Q.E.D.

Faktycznie Twierdzenie 3 jest rGwnowaznikiem aksjomatu
wyboru, tzn. jest rownowazne aksjomatowi wyboru na gruncie
pozostalych aksjomatow.

Podamy dwa inne, wazne rownowazniki aksjomatu wyboru.
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Twierdzenie 4 (lemat Kuratowskiego-Zorna). (LKZ) Jezeli zbior
uporzadkowany (X, <) spetnia warunek tancucha:

(WL.) dla kazdego tancucha w (X, <) istnieje ograniczenie gérne
tego tancucha,

to istnieje element maksymalny w (X, <).

Krotko: Kazdy zbior czeSciowo uporzadkowany, w ktorym kazdy

lanicuch ma ograniczenie gorne, ma element maksymalny.

Twierdzenie 5 (twierdzenie Zermelo o dobrym uporzadkowaniu).
(TZ) Dla kazdego zbioru istnieje dobry porzadek na tym zbiorze.

Krotko: Kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowac.
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Wykazemy: (LKZ) = (AC).

Zaktadamy (LKZ). Niech A bedzie rodzing zbioréw niepustych i
parami roztacznych. Rozwazamy rodzine S, skladajaca sie ze
wszystkich cze$ciowych selektoréow rodziny A, tzn. wszystkich
zbiorow Z C | J A takich, ze dla kazdego X € A zbior X N Z jest
pusty lub jednoelementowy. Relacja inkluzji ograniczona na &
jest porzadkiem.

Wykazemy (WL). Niech 7 C S bedzie taricuchem w S, tzn.
Vg, z0e7(Z1 C ZyN Zy C 7).

Wtedy | J7 € S. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy istnieja

X € A oraz rozne elementy z,y takie, ze x,y € X N|J7. Stad
x,y € X oraz x € £y, y € Zy dla pewnych 7y, Z5 € 7. Mamy:
Z1 C Zy lub Zy C Z7. W pierwszym przypadku x,y € Z5, a stad
x,y € X N Zy, co jest niemozliwe, skoro Z5 € §. Podobnie
wykluczamy drugi przypadek.
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Dla kazdego Z € T mamy Z C |J7. Zatem | J7 jest
ograniczeniem goérnym tancucha 7 w S.

Na mocy (LKZ) istnieje element maksymalny Z € S, tzn. taki
zbior Z € §, dla ktorego nie istnieje 27 € S taki, ze Z C Z7 i
7 # Zy. Ustalamy taki zbior 7.

Wykazemy, ze Z jest selektorem rodziny A. Przypu$émy, ze nie
jest. Wtedy istnieje X € A taki, ze X NZ = (). Poniewaz X # (),
wiec istnieje x € X. Okreslamy Z; = Z U {z}. Oczywiscie

4 C L, 4+ 2114 €8, wbrew maksymalnosci Z. Q.E.D.

Podobnie mozna wykaza¢: (LKZ) = (TZ).
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9. Liczby kardynalne

9.1. Réwnolicznos$¢ zbioréw i1 liczby kardynalne

Definicja 1. Méwimy, ze zbiér X jest rownoliczny ze zbiorem Y,
jezeli istnieje bijekcja f : X +— Y. Wtedy piszemy: X ~ Y.
Fakt 1. Dla dowolnych zbiorow X,Y, Z:

(a) X ~ X,

(b) jezeli X ~Y to Y ~ X,

(c)jezeli X ~Y iY ~Z to X ~ Z.

DOwWOD. (a) Ix jest bijekcja zbioru X na zbior X.

(b) Jezeli f: X — Y jest bijekcja, to /71 : Y — X jest bijekcja.

(c) Jezeli f: X — Y ig:Y — Z sa bijekcjami, to
go f : X — Z jest bijekcja. Q.E.D.
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Kazdemu zbiorowi X przyporzadkowujemy pewien obiekt X w
taki sposob, ze prawdziwa jest rOwnowaznosc:

X~nY&X=Y
dla dowolnych zbioréow X, Y.

Definicja 2. Obiekt X nazywamy mocq lub liczbg kardynalng
zbioru X.

G. Frege definiowal X = [X]., czyli jako zbiér wszystkich
zbior6w réwnolicznych z X. Dzisia] wiemy, ze taki zbior nie
istnieje, jezeli X # (). Dlatego w teorii mnogosci przyjmuje sie,
ze liczba kardynalna zbioru X jest pewnym ustalonym zbiorem
réwnolicznym z X, tj. pewnym reprezentantem klasy [X]..

W teorii mnogosci z aksjomatem wyboru liczby kardynalne
mozna zdefiniowaé jako poczgtkowe liczby porzadkowe
(nieréwnoliczne z zadng liczbg porzadkows mniejsza od danej
liczby).
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Definicja 3. Zbiér nazywamy skonczonym, jezeli jest réwnoliczny
z pewng liczba naturalng. Zbioér nazywamy nieskornczonym,
jezeli nie jest skonczony.

Mozna udowodni¢, ze roézne liczby naturalne nie sg réwnoliczne.
Zatem dla kazdego skonczonego zbioru X istnieje doktadnie
jedna liczba n € N taka, ze X ~ n; przyjmujemy, ze ta jedyna
liczba n jest liczbg kardynalna danego zbioru X. Wobec tego

liczby naturalne sa liczbami kardynalnymi zbioréw skonczonych
(skoriczonymi liczbami kardynalnymi).

Fakt 2.
(a) Kazdy podzbiér zbioru skonczonego jest skoniczony.
(b) Suma dwoch zbioréw skoriczonych jest zbiorem skoniczonym.

(¢) Suma skoriczonej rodziny zbioréw skoriczonych jest zbiorem
skonczonym.
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Fakt 3. N jest zbiorem nieskonczonym.

DowOD. Kazdy niepusty, skoriczony zbiér liniowo
uporzadkowany ma element najmniejszy i element najwickszy
(éwiczenial!). N z naturalnym porzadkiem jest liniowo
uporzadkowany. Gdyby zbiér N byl skoniczony, to istniataby
najwieksza liczba naturalna. Tak nie jest, poniewaz n < S(n)

dla kazdego n € N. Q.E.D.

Nieskoniczone liczby kardynalne to liczby kardynalne zbiorow
nieskonczonych.

Definicja 3. Ny = N.
N (alef) to pierwsza litera alfabetu hebrajskiego.

X=N& X~N

N, jest pierwsza nieskonczong liczbg kardynalng.
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Podamy trzy inne przyktady zbioréw mocy N.
1. Ay ={n € N:n >k}, gdzie k € N*. Odwzorowanie
f : N +— A, okreslone wzorem:

fln)=n+kdlaneN

jest bijekcja. Zatem N ~ A, a wiec A:k = N = N,.

2. P={n € N: dien(n = 2k)} (zbior liczb naturalnych
parzystych). Odwzorowanie f : N +— P okreslone wzorem:
f(n) =2n dla n € N| jest bijekcja.

3. N2. Odwzorowanie 7 : N? — N okre§lone wzorem:
m(m,n) =2"2n+1)—1dlam,neN

jest bijekcja. Wystarczy wykazaé, ze dla kazdego k € N istnieje
dokladnie jedna para (m,n) € N? taka, ze w(m,n) = k, czyli
2" (2n 4+ 1) = k 4 1. Funkcje m nazywamy funkcjqg pary.
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9.2. Uporzadkowanie liczb kardynalnych

Definicja 4. Okreslamy stosunki < i < miedzy liczbami
kardynalnymi:

X<Y&3[(ZCYAX~Z)
Rownowaznie:

X <Y« 3(f: X =Y jest inickcja)

?<?@?§?A?#?

Te definicje sa poprawne, poniewaz zachodza warunki zgodnosci:

X\ ~mYiAXy~ Y= (X <X, = Y < Y5)

1 podobnie dla <. Wykazemy pierwszy warunek. Niech X; ~ Y}
i X9 ~ Y5 Niech f: Xy — X5 bedzie iniekcja. Istnieja bijekcje
g: X1i—Yiih: Xo—Y, Wtedy ho fog ! :Y] — Y5 jest
iniekcja.
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Wykazemy drugi warunek. Niech X; ~ Y] 1 X5 ~ Y5. Niech
X1 < Xs. Stad X7 < X501 X7 & Xy (tzn. =(X; ~ X3)). Na
mocy pierwszego warunku ?1 < ?2 Gdyby Y1 ~ Y3, to
mielibydmy X; ~ X5. Wobec tego Y; ¢ Y;. Zatem Y, < Ys.

Fakt 4. Dla dowolnych zbiorow X,Y, Z:

(a) X <X,

(b)jezeli X <Y iY < Z,to X < Z.

DoOwOD. (a) Ix : X — X jest iniekcja.

(b) Jezeli f: X — Y ig:Y — Z sa iniekcjami, to

go f : X +— Z jest iniekcja. Q.E.D.

UWAGA. Dla liczb naturalnych tak okreslone stosunki < i <

pokrywaja sie z naturalnymi porzadkami: nieostrym i1 ostrym na
N. Ponadto n < N, dla kazdego n € N.
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Twierdzenie 1 (tw. Cantora). X < P(X) dla kazdego zbioru X.

DoOwOD. Najpierw wykazemy: X < P(X). Okreslamy funkcje
f: X —PX):

f(a) ={a} dlaa e X.

Oczywiscie tak okreslona funkcja jest réoznowartosciowa.

Wykazemy, ze X # P(X). Przypusémy, ze istnieje bijekcja
g: X — P(X). Okreslamy zbior:

Z={ae X :a¢gla)}.

Poniewaz Z € P(X) i g jest suriekcja, wiec istnieje b € X takie,

ze g(b) = Z. Ustalamy takie b. Mamy:
begb)—beZ—be&gb).

Otrzymalismy formute logicznie fatszywa: b € g(b) < b & g(b).
Q.E.D.
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Wniosek. Istnieje nieskonczenie wiele nieskonczonych liczb
kardynalnych.

DowOD. Na mocy tw. Cantora mamy:
N<PN) <P(PN)) < -

Wszystkie liczby kardynalne w tym ciggu sg nieskoniczone i
rozne. Q.E.D.

Lemat 1 (lemat o trzech zbiorach). Niech XY, Z beda zbiorami
takimi, ze X CY C Zoraz X ~ Z. Wtedy X ~Y 1Y ~ Z.

DowOD. Ustalamy bijekcje f : Z — X. Okreslamy
nieskoriczony ciag zbioréw (A, ),en-.

Ao = Z\Y, Apgr = f[An]
Okreslamy zbiér A = (|, .y An- Oczywiscie A C Z. Ponadto:
flA] = f[UneN Ap) = UneN flAn] = UnEN App C A
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Okreslamy funkcje g : Z — Z.

gla) = f(a)dlaa € A, gla) =adlaa e Z\ A.

(1) g: Z— Y tzn. D*(g) C Y.

Niech a € Z. Rozwazamy dwa przypadki. 1°. a € A. Wtedy

gla) = f(a) € X, astad g(a) €Y. 2°. a ¢ A. Wtedy
ad Ag=27Z\Y,czylia €Y. Zatem g(a) =a €Y.

(2) Funkcja g jest réznowartosciowa.

Niech ay, a2 € Z, a1 # ay. Wykazemy g(aq) # g(as).
Rozwazamy cztery przypadki. 1°. ay,a9 € A. Wtedy

g(a1) = fla), glaz) = f(az). Mamy f(a1) # f(a2), a stad
glar) # glaz). 2°. ar,a2 € A. Wtedy g(a1) = a1, g(az) = as, a
wige g(ar) # g(az). 3°. a1 € A, ax € A. Wtedy g(az) = az € 4,

ale g(a1) = f(a1) € flA], astad g(a1) € A. Zatem g(a1) # g(az).

4°. a1 € A, as € A. Rozumujemy podobnie jak poprzednio.
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(3) Odwzorowanie g : Z +— Y jest suriekcja.

Niech b € Y. Stad b € Ay. Mamy dwa przypadki. 1°. b € A.
Wtedy b € A,, dla pewnego n > 0, czyli b € Ai,, dla pewnego
k € N. Skoro Ay, = f[Ag], istnieje a € A, takie, ze b = f(a).
Mamy g(a) = f(a) =0b. 2°. b¢ A. Wtedy g(b) = 0.

Wykazalismy, ze g : Z — Y jest bijekcja. Stad Z ~ Y, czyli
Y ~ Z. Poniewaz X ~ Z, wiec takze X ~Y. Q.E.D.

Twierdzenie 2 (tw. Cantora-Bernsteina). Dla dowolnych

zbioréw X,V jezeli X <YV iY < X, to X =Y.

DoOwOD. Zakladamy, ze X ~ Z dla pewnego Z C Y oraz
Y ~ V dla pewnego V' C X. Ustalamy takie zbiory Z,V oraz
bijekcje f: X — Z. Mamy flV|C Z CY oraz Y ~ V i

V ~ fIV], astad Y ~ f[V]. Na mocy Lematu 1, Z ~ Y, a wiec

X ~Y. QED.
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Twierdzenie 3. Vxy(X <Y VY < X).

DowOD. Niech X, Y beda dowolnymi zbiorami. Na mocy tw.
Zermelo istnieja dobre porzadki <y na X i <y na Y. Na mocy
zasady trychotomii dla zbioréw dobrze uporzadkowanych, zbior
(X, <x) jest izomorficzny z odcinkiem poczatkowym zbioru

(Y, <y) lub odwrotnie. Poniewaz kazdy izomorfizm jest bijekcja,

wiec zbiér X jest réwnoliczny z podzbiorem zbioru Y lub
odwrotnie. Q.E.D.

Twierdzenie 4. Zbior X jest nieskonczony wtedy 1 tylko wtedy,
gdy Ry < X.

DOWOD. («=). Zakladamy ¥y < X. Wtedy zbiér N jest
rownoliczny z pewnym zbiorem Z C X. Poniewaz zbior N jest
nieskonczony, wiec zbioér Z jest nieskonczony. Wobec tego zbior
X jest nieskoriczony (Fakt 2(a)).
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(=). Zakltadamy, ze zbidr X jest nieskoniczony, czyli nie jest
rownoliczny z zadna liczbg naturalng. Wtedy X # (). Niech F
bedzie funkcja wyboru dla rodziny wszystkich niepustych
podzbioréw zbioru X (F' istnieje na mocy Tw. 8.3).

Okreslamy funkcje f : N +— X.
f(n)=F(X\ fln]) dlan €N
Jest to definicja indukcyjna: f(n) = F(X \ {f(k) : k <n}).

Przez indukcje wzgledem n mozna udowodnié, ze dla kazdego n
warto$¢ f(n) jest okre§lona i r6zna od wszystkich f(k) dla
k <n.

Wobec tego f : N +— X jest iniekcjg, a stad N < X. Q.E.D.

Whiosek. Zbior X jest skoriczony wtedy 1 tylko wtedy, gdy
X < N,.
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9.3. Zbiory przeliczalne
Definicja 5. Zbiér X nazywamy przeliczalnym, jezeli X < Np.
Mamy: ?S N0<:>§< NQ\/§: NO-

Zatem zbiodr jest przeliczalny wtw, gdy jest skoniczony lub mocy
Ng.

Fakt 5. Zbior jest mocy Ny wtw, gdy jest nieskonczony i
przeliczalny.

Sformutujemy uzyteczne kryteria przeliczalnosci.

Fakt 6. Zbior jest mocy Ny wtw, gdy jest zbiorem wszystkich
wyrazow pewnego ciagu nieskonczonego bez powtorzen.

Fakt 7. Zbior jest niepusty 1 przeliczalny wtw, gdy jest zbiorem
wszystkich wyrazow pewnego ciggu nieskonczonego.
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Podamy dalsze przyktady zbioréw mocy Ny.

1. Zbior liczb catkowitych Z. Wszystkie liczby catkowite mozna
ustawi¢ w cigg nieskonczony bez powtoérzen.

0,—1,1,—-2,2,-3.3, ...
Jest to ciag (a,)nen Okreslony nastepujaco:
a, = k jezelin = 2k, a, = —(k + 1) jezeli n = 2k + 1.

2. 7Zbior wszystkich dodatnich liczb wymiernych Q. Wszystkie
utamki ™, gdzie m,n € N¥, mozna ustawi¢ w tablice
nieskonczona.

W RIN
DO DNIN N
WILW WIN W[
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Wyrazy tej tablicy mozna ustawi¢ w cigg nieskonczony wedle
krotkich przekatnych, skierowanych od prawej do lewej ukosnie
w dot.
AN AN~

1 12123

1 '2°1'3’2"1
Usuwajac z tego ciggu utamki skracalne, otrzymamy
nieskonczony cigg bez powtoérzen, ktérego zbior wyrazéw jest
rownoliczny z Q.

3. Zbior wszystkich liczb wymiernych Q. Pokazalismy, ze Q7
jest zbiorem wyrazéw pewnego ciggu nieskonczonego bez
powtorzen (g, )nen. W takim razie zbior ujemnych liczb
wymiernych Q™ mozna ustawi¢ w analogiczny ciag: (—¢,)nen-
Ostatecznie caly zbiér (Q mozna ustawi¢ w cigg nastepujace;
postaci.

0, —q0, 90, —q1, 1, —q2, G2, - - -
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Fakt 8. (a) Kazdy podzbiér zbioru przeliczalnego jest
przeliczalny. (b) Suma przeliczalnej rodziny zbioréw
przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

DOWOD. (a) Jezeli X <RpiV C X, to Y < X < Ny,

(b) Niech A bedzie przeliczalng rodzing zbioréw przeliczalnych.

Niech B bedzie rodzing wszystkich niepustych zbioréw rodziny
A. Wtedy |JB =J A. Poniewaz B C A, wiec rodzina B jest
przeliczalna, na mocy (a). Jezeli B # (), to |JB =0, czyli | J B
jest zbiorem przeliczalnym.

Zakladamy, ze B # (). Wtedy zbiory rodziny B mozna ustawié
w ciag nieskoriczony (B™),cy, na mocy Faktu 7. Kazdy zbior

B™ mozna ustawi¢ w ciag nieskoriczony (b,gn)) keN. Wszystkie
elementy zbioru | J B mozna ustawié¢ w ciag nieskorniczony:

b 510 Bt B0 bt ) Q.E.D.
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Fakt 9. Jezeli zbiory A, B sa przeliczalne, to A X B jest zbiorem
przeliczalnym.

DoOwOD. Niech A, B bedg zbiorami przeliczalnymi. Jezeli A = ()
lub B=0, to A x B =0, czyli zbiér A x B jest przeliczalny.

Zakladamy, ze A #£ ()1 B # (). Wtedy elementy zbioru A mozna

ustawi¢ w ciag nieskoniczony (ay,)nen, @ elementy zbioru B w
ciag nieskoriczony (b, )nen. Wszystkie elementy zbioru A x B
mozna ustawi¢ w cigg nieskonczony:

<a07 bo>, <a0, bl>, <(Z1, b0>, <CL0> bz>7 <CL17 bl>> <CL27 bo>> ... Q.E.D.

Symbolem A* oznaczamy zbiér wszystkich skoniczonych ciggéw,
ktorych wyrazy nalezg do zbioru A.

Fakt 10. Jezeli A jest zbiorem przeliczalnym, to zbior A* jest
przeliczalny.
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DowOD. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. Przez A
oznaczamy zbior wszystkich ciggéw diugosci n, ktérych wyrazy
nalezg do A. Oczywiscie A* =, A,

Mamy: A® = {0}, Jezeli A =0, to A* = AQ) czyli A* jest
zbiorem przeliczalnym.

Zaktadamy, ze A # (). Dla kazdego n > 1 mamy A™ ~ A",
Przez indukcje wzgledem n mozna wykazaé, ze kazdy zbior A"
jest przeliczalny (korzystamy z Faktu 9). Stad kazdy zbior A™
jest przeliczalny:.

Wobec tego {A™ : n € N} jest przeliczalng rodzing zbiorow
przeliczalnych. Na mocy Faktu 8(b), A* jest zbiorem
przeliczalnym. Q.E.D.
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Liczbg algebraiczng nazywamy liczbe rzeczywista, ktora jest
pierwiastkiem pewnego wielomianu jednej zmiennej o
wspolczynnikach catkowitych. Dowolna liczba wymierna — jest
liczbg algebraiczng, poniewaz jest pierwiastkiem wielomianu

nx — m. Ponadto liczbami algebraicznymi sa takie liczby
niewymierne jak np. v/2 (jest pierwiastkiem wielomianu z? — 2),
V/2 (jest pierwiastkiem wielomianu z — 2).

Wykazemy, ze zbidr wszystkich liczb algebraicznych jest
przeliczalny. Niezerowy wielomian n—tego stopnia jedne;]
zmienne] o wspotczynnikach catkowitych mozna zapisa¢ w
postaci:

ag + a1T + agx? + - -+ + apa™, gdzie ay, ..., a, € Z, a, # 0.

Zbi6r wszystkich niezerowych wielomianéw jest rownoliczny ze
zbiorem wszystkich ciagéw (ag, aq,...,a,) takich, ze n € N,
ag, a1, ...,0, € Z 1 a, # 0.
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Ten zbidr ciggdéw jest zawarty w Z*, a wiec jest przeliczalny.
Wobec tego zbior wszystkich takich wielomianow jest
przeliczalny (i niepusty), totez mozna te wielomiany ustawi¢ w
ciag nieskonczony (w,)nen-

Przez P, oznaczmy zbior wszystkich pierwiastkow rzeczywistych
wielomianu w,. Wiadomo, ze kazdy zbior P, jest skonczony.

Poniewaz zbior liczb algebraicznych pokrywa si¢ z |, . P, Wige
jest przeliczalny. Q.E.D.

W nastepnym podrozdziale wykazemy, ze zbior liczb
rzeczywistych R jest nieprzeliczalny, tzn. nie jest przeliczalny.
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9.4. Dziatania na liczbach kardynalnych. Zbiory nieprzeliczalne
Dla liczb kardynalnych rezerwujemy zmienne &, i, v.

W tej symbolice prawa uporzadkowania liczb kardynalnych
przyjmuja postac.

V.(k < k) (prawo zwrotnosci)

Viulk S pAp < k= kr=u) (prawo antysymetrii; tw. C-B)
V(K <puAp<v=r<v) (prawo przechodniosci)
Viu(k < pVp < k) (prawo spojnosci)

Definicja 6. Niech k = ?, [ = Y. Okreslamy dziatania
dodawania, mnozenia i potegowania liczb kardynalnych:

kK+p=XUY, jezeli X NY = (),
K- =X XY,
,u":ﬁ.
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Te definicje sa poprawne, poniewaz zachodza odpowiednie
warunki zgodnosci.

Xi~YTANXog~Y, = XiUXy ~ Y, UY,, pod warunkiem, ze
XlﬂngyvlﬂYvQ:@

X1~V ANXo~ Yo = X X Xog~ Y] XY

X1 ~YIANXy~ Yy = (X)) ~ (Y])7?

Wykazemy pierwszy warunek. Niech X; N X, =Y, NY; = 0.
Niech f; X7 — Y719 : X5 +— Y5 bedg bijekcjami. Wtedy funkcja
h: X;UXs+— YUY, okreslona wzorem:

h(a) = f(a) dla a € X1, h(a) = g(a) dla a € X5

jest bijekcja (latwe ¢wiczenie).

Podobnie z dwoch bijekcji f: X7 — Y119 : X9 — Y5 tworzymy

bijekcje h : X7 X X9 — Y; X Y5, dana wzorem:
h({a,b)) = (f(a),g(b)) dla {a,b) € X; x X,.
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Wreszcie z dwoch bijekeji f: Xy — Y11 g: Xy — Y5 tworzymy
bijekcje H : (X1)*? — (Y71)*2, dang wzorem:

H(h) = fohog ! dla funkcji h: Xy — X].
Oczywiscie H(h) : Y5 +— Y],
Wiadomo, ze f~lo f =1y, fo f~! =1y, i podobnie dla g.

Wykazujemy, ze H jest iniekcja. Niech H(hy) = H(hs). Wtedy:

— f_l OH(hl) Og: f_l OH(hQ) Og = hQ.
Wykazujemy, ze odwzorowanie H jest suriekcja. Rozwazmy
dowolng funkcje h : Y5 — Y). Wtedy f~lohog: X5 — X;.
Mamy:

H(f'ohog)=fof ohogog™ =h.

UWAGA. Dla liczb naturalnych te dziatania pokrywaja sie z
normalnymi dziataniami dodawania, mnozenia 1 potegowania,
liczb naturalnych.
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Fakt 11. P(X) ~ {0,1}* dla dowolnego zbioru X.

DowOD. Kazdemu zbiorowi A C X odpowiada funkcja
charakterystyczna zbioru A, tj. funkcja cy : X — {0,1}
okreslona wzorem:

cala)=1dlaa € A, ca(a) =0dlaa & A.

Oczywiscie odwzorowanie F : P(X) — {0,1}* okreslone
wzorem: F'(A) = cy dla A C X, jest bijekcjg. Q.E.D.

Whiosek. Jezeli X = &, to P(X) =2~
W szczegolnosci P(N) = 2% P(P(N)) = 2™ itd.

7 tw. Cantora otrzymujemy: x < 2% dla dowolnego k.

Definicja 7. Liczbe kardynalna 2% nazywamy mocg continuum i

oznaczamy symbolem c.




Elementy teorii mnogosci. II

75

7 definicji ¢, jest to moc zbioru {0, 1}, czyli zbioru wszystkich
nieskonczonych ciggéw binarnych. Na mocy Faktu 11, te sama
moc ma zbiér P(N), czyli zbiér potegowy zbioru N.

Twierdzenie 5. R = c.

DOWOD. Okreslamy funkcje £ : {0, 1} +— [0, 1) (przedzial
domknieto-otwarty):

f((an)n21) = O, aijasas . . ..

Ta funkcja jest r6znowartosciowa, poniewaz dwa rézne utamki
dziesietne nie zawierajace okresu (9) odpowiadaja réznym
liczbom rzeczywistym. Z drugiej strony liczby rzeczywiste
mozna okresli¢ jako pewne podzbiory zbioru Q (patrz 8.2).
Mamy:

M <0, 1) < R < P(Q) = 2%,

0,
Zatem R = 2%, Przy okazji 0,1) = 2%, Q.E.D.
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Podstawowe prawa arytmetyki liczb kardynalnych
Veulk+p=p+k),bo XUY =Y UX.

Veur(E+p)+v=r+(u+v)),bo (XUY)UZ=XUYUZ).

Veulk-p=p-k),bo X XY ~Y x X.
wpw((Kp) v=K-(u-v)),bo (X xXY)xZ~X x (Y xZ2).

Viuw(f - (W+v) =K -p+K-v), bo
XxYUZ)=(XxY)U(X x Z).

Ve uw(BP - kY = k) bo XY x X2 ~ XYY jedi Y NZ = 0.
Ve (K -1V = (k- p)?), bo X% x Y% ~ (X x V)%
Ve uo ((KF) = kHY), bo (XY)Z ~ XY X2,

<E

N
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Wykazemy: s - k¥ = k*T. Niech k = X, u = ?, v =/, przy
czym Y NZ = 0. Wtedy:

gF R = XY x X2 ghtY = XYUZ,

Wystarczy wykazaé: X¥ x XZ ~ X¥Y2, Okreslamy funkcje
H: X" x X% +— XYY wzorem:

H((f,9)) = fUgdla (f,g) € X* x X7

Poniewaz Y N Z = (), wiec f U g jest funkcja, ktorej dziedzing
jest Y U Z, a zbidér wartosci zawiera sie w X . Ponadto
(fUglY =fi(fuUg)|Z=g. Wykazemy, ze H jest iniekcjg.
Niech H({f,g)) = H({(f',¢")). Wtedy fUg = f'U¢g’, a wiec:

f=UUglYy =("UgYy =f,
g=(fuglz=(f"ug)lZz=4.

Zatem (f,q) = (f',¢"). H jest suriekcja, poniewaz dla dowolne;

funkcji h: Y U Z — X mamy h = H({h|Y,h|Z)).
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Ng 4+ Ng = Ny. Tak jest, poniewaz zbiér Z (mocy Ny) jest suma
dwoch zbiorow roztacznych mocy Ny, np. zbioru liczb
naturalnych i1 zbioru liczb catkowitych ujemnych.

Ny - Ng = Ng. Tak jest, poniewaz N x N jest mocy N.

¢-¢=c. Mamy: 2% . 2% —= 9%o+%o — 9Ro

Zatem R x R = ¢ (moc zbioru wszystkich punktéw plaszczyzny).

Podobnie R" jest mocy ¢ dla dowolnego n > 1.

M0 = ¢. Mamy: (2%0)%0 = 2%oRo — 9%o,

Zatem RN = ¢ (moc zbioru wszystkich nieskoriczonych ciagéw
liczb rzeczywistych).

Ng-c=c¢. Mamy: ¢ < Ng-c<c¢c-c=rc.

¢ = 2% Mamy: (2%0)¢ = 2%0¢ = ¢,

Zatem RE = 2° (moc zbioru wszystkich funkcji rzeczywistych).
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Dla dowolnych a,b € R, a < b mamy: |a,b) = ¢. W dowodzie

Tw. 5 wykazalismy, ze [0,1) = ¢. Okreslamy funkcje

f:10,1) — |a,b) wzorem:

fle)=(b—a)r+adlald<zx<l.

Jest to funkcja liniowa, a wiec réznowartosciowa. 7 réwnania

y = (b — a)r + a otrzymujemy: x = Y= ; ponadto, jezeli

a<y<b to0<ux<1. Zatem f jest bijekcja przedziatu |0, 1)
na przedzial |a,b).

Dowolny przedziat otwarty (a, b), gdzie a < b, jest mocy
continuum. Mamy: [“T“’, b) C (a,b) C |a,b), a stad

¢ <(a,b) <c.
Kazdy zbior X C R zawierajacy jaki$ przedzial otwarty (a,b)

jest mocy continuum. Mamy: (a,b) C X C R, astad ¢ < X <.

W szczegolnosci |a, b] = .
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Twierdzenie 6 (tw. Hessenberga). k - k = k dla kazdej
nieskonczonej liczby kardynalnej x.

To twierdzenie jest roGwnowaznikiem aksjomatu wyboru. Dowo6d
wykorzystuje zbiory dobrze uporzadkowane. Szczegdly
pomijamy.

Wniosek. Dla dowolnych nieskoniczonych liczb kardynalnych &, i
K+ p=rK- -pu=max{k, u}.

DOwOD. Zaktadamy x < u. Wtedy max{k, 4} = p. Mamy:
pSKE+pSptpSp-p=poraz p < K-S e o= [
Podobnie rozumujemy dla p < k. Q.E.D.

Z, kolel potegowanie nieskonczonych liczb kardynalnych stwarza
szereg nierozwigzanych problemoéw.

Hipoteza continuum. Nie istnieje k takie, ze Ny < kK < ¢.

Uogolniona hipoteza continuum. Dla zadne] nieskoniczonej liczby
kardynalnej p nie istnieje x takie, ze u < K < 2+,




