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1. KLAsyczNy RACHUNEK ZDAN
1.1. Spojniki logiczne
Zdaniem w sensie logicznym nazywamy wyrazenie, ktore jest
prawdziwe lub fatszywe.
Prawdg 1 falsz nazywamy wartosciami logicznymi.
Prawde oznaczamy symbolem 1, a falsz symbolem O.

Zmienne zdaniowe p, g, r, s (takze z indeksami) reprezentuja
dowolne zdania.

Spojniki logiczne (albo: funktory KRZ) stuza do konstrukcji zdan
logicznie ztozonych. Wyrdzniamy pigC podstawowych spOjnikow
logicznych.
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Spojnik negacji jest to wyrazenie nieprawda, Ze uzyte w kontekscie
nieprawda, Ze p. Symbol: -, w kontekscie: —p. Zdanie postaci —p
nazywamy negacja zdania p.

Spojnik koniunkciji jest to wyraz i uzyty w kontekscie p i g. Symbol:
A, w kontekScie: p A g. Zdanie postaci p A g nazywamy koniunkcja
zdan p1gq.

Spojnik alternatywy jest to wyraz lub uzyty w kontekscie p lub q.
Symbol: V, w kontekscie: p V g. Zdanie postaci p V g nazywamy
alternatywa zdan p 1 q.

Spojnik implikacji jest to wyrazenie jezeli ..., to uzyte w kontekscie
jezeli p, to q. Symbol =, w kontekscie: p = ¢g. Zdanie postaci
p = g nazywamy implikacja o poprzedniku p 1 nastgpniku gq.

Spojnik rownowaznosci jest to wyrazenie wtedy i tylko wtedy, gdy
uzyte w konteksScie p wtedy i tylko wtedy, gdy q. Symbol: &, w
kontekscie: p © ¢g. Zdanie postaci p & g nazywamy
roOwnowaznoscia zdan p 1 q.
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Inne oznaczenia spOjnikow logicznych: spojnik negacji ~,
koniunkcji &, -, alternatywy +, implikacji —, rOwnowaznosci
—, =,

Zdanie p nazywamy argumentem spojnika negacji w zdaniu —p.
Spojnik negacji jest jednoargumentowy.

Zdania p 1 g nazywamy argumentami spojnika koniunkcji w zdaniu
p A g. Spojnik koniunkcji jest dwuargumentowy. Spojniki
alternatywy, implikacji 1 rOwnowaznosci sa tez dwuargumentowe.
Spojniki logiczne sa ekstensjonalne: wartoSC logiczna zdania
zfozonego za pomoca danego spOjnika jest jednoznacznie
wyznaczona przez ten spojnik 1 wartosci logiczne argumentow.
Negacja zdania prawdziwego jest zdaniem fatszywym. Negacja
zdania fatszywego jest zdaniem prawdziwym.

Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba
argumenty sq prawdziwe.
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Alternatywa dwoch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
przynajmniej jeden argument jest prawdziwy.

Implikacja dwoch zdan (zdanie warunkowe) jest fatszywa wtedy i
tylko wtedy, gdy poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik jest

fatszywy.
Rownowaznos¢ dwoch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
oba argumenty majq te samq wartosc logiczng.

-1=0,-0=1

INl=1 1vli=1 1=21=11e1=1
IANO=0 1v0=1 1=0=0 10=0
OAl=0 OvlI=1 0=1=1 01=0
OADO=0 OV0O=0 0=0=1 0&0=1
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W powyzszych wzorach symbole spojnikow oznaczaja dziatania na
zbiorze {0, 1}, odpowiadajace poszczegdlnym spojnikom. Czasem
dziatanie odpowiadajace A oznaczamy A’ 1 podobnie dla pozostatych
spOjnikow.

Tablice prawdziwosciowe spojnikow

p || P

| 0

0 1
Pplq|pPANqg|pVqg | p=>q|DpP=(q
1|1 | 1 1 1
1|0 0 1 0 0
011 0 1 1 0
0|0 0 0 1 1
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1.2. Formuly KRZ

Formuty KRZ to wyrazenia poprawnie zbudowane ze zmiennych
zdaniowych za pomoca spojnikow logicznych. W formutach
zawierajacych kilka spojnikow stosujemy nawiasy, zeby
jednoznacznie okresli¢ argumenty kazdego spojnika.

Wyrazenie p A g V r nie jest poprawnie zbudowana
formuta. Wprowadzajac nawiasy, otrzymujemy dwie istotnie r0zne
formuty: (p Ag) Vrorazp A(qV r).

Niektore nawiasy mozemy pominac, przyjmujac priorytety (site
wiazania) spojnikow. Najsilniejszy jest spOjnik negacji, stabsze sa
spOjniki koniunkcji 1 alternatywy (rownosilne), a najstabsze spojniki
implikacji 1 rownowaznosci (rownosilne).

pAg= —pV qprzedstawia formul¢ (p A g) = ((=p) V q).
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Drzewo formuly:
pV —q & (g= p)czyli(pV(=q) < (¢ = p)

q

|
p = q p

\V/ \:/
\/

Notacja beznawiasowa (polska, F.ukasiewicza): © Vp—g = gp.
Piszemy funktor przed argumentami. (Czytamy drzewo gateziami od
lewej, ang. depth-first.)

Inny zapis: EApNgCqp.
Oznaczamy: = : N,A: K,V :A, =:C, : E.
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Definicja 1. Niech V bedzie pewnym zbiorem zmiennych

zdaniowych. Wartosciowaniem zbioru V nazywamy dowolna
funkcjew : V — {0, 1}.

Mniej formalnie: wartoSciowanie jest to przyporzadkowanie
wartosci logicznych pewnym zmiennym zdaniowym.

Kazde wartoSciowanie w zbioru V jednoznacznie okresla wartos¢
logiczna dowolnej formuly KRZ, ktorej zmienne naleza do V.

Literami ¢, ¥, y, . .. oznaczamy dowolne formuty KRZ. Wartos¢
logiczna formuly ¢ dla wartoSciowania w oznaczamy przez w(p). Te
wartoS¢C mozna wyznaczyC w oparciu o nast¢pujace warunki
rekurencyjne:

w(=g) = ~'w(p),

w(e Ag) = wle) N w(), wle V) = wlp) V wp),
w(p = ¢) = w(p) =" w), wlp © ) = w(p) & wip)
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o=pVg=pAg wp) =1,w(g) =0. Obliczamy:
w(p) =w(pV q) =" wlp A q)=Ww(p) V' wq) =" (W(p) N w(g) =
=1V 0O="(IAN0)=1="0=0
W praktyce zaczynamy od drugiego wiersza 1 pomijamy """,
W ten sposOb mozemy wyznaczy¢ wartoSC logiczna dowolnego

zdania logicznie ztozonego, jezeli znane sa wartosci logiczne
wszystkich sktadowych zdan logicznie prostych.

Zdanie: jezeli nieprawda, e Poznan lezy nad Wistq, to
jezeli Poznan lezy nad Wartq, to przez Poznan przeptywa rzeka.

p - Poznan lezy nad Wistq, g - Poznan lezy nad Wartq, r - przez
Poznarn przeptywa rzeka.

Logiczny schemat zdania: ¢ = -p = (g = r). WartoSciowanie:
w(p) =0, w(g) = w(r) = 1. Mamy
w(p)=-0= (1 =1)=1= 1= 1. Zatem zdanie jest prawdziwe.
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Tablica prawdziwosSciowa formuty: ¢ = pV =g = = p A 1.

Oznaczmy: ¥ = pV =g, ¥ = “p AT.

=
Q
J
N
]
=
<

S O O = = =
O O = m O =
O = O = O = O =S
—_ —_ O O = ~ O O
— e e = OO O O
bt e OO OO = = e
O = O = OO O Ol
S = == O O O O|f
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1.3. Tautologie KRZ, logiczna rownowaznos¢ i logiczne
wynikanie

Definicja 2. Tautologig KRZ nazywamy formul¢ KRZ, ktora
przyjmuje wartosC logiczna 1 dla kazdego wartosciowania
zmiennych wystepujacych w tej formule.

Tautologie KRZ sa logicznymi schematami zdan logicznie
prawdziwych, tzn. prawdziwych na mocy samej logiki, niezaleznie
od wartosSci logicznych sktadowych zdan prostych.

Zdanie Poznan lezy nad Wartg jest prawdziwe, ale nie jest
logicznie prawdziwe. Jego schemat logiczny p nie jest tautologia.
Zdanie jeZeli Poznan lezy nad Wartq, to Poznan lezy nad Wartg jest
logicznie prawdziwe. Jego schemat logiczny p = p jest tautologia.

wp)=1. Wtedyw(p=>p)=1=1=1.
w(p) =0. Wtedy w(p = p)=0= 0= 1.
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Definicja 3. Mowimy, ze formuta ¢ jest logicznie rownowazna
formule ¢ (w KRZ), jezel1 dla kazdego wartoSciowania w
(zmiennych wystepujacych w tych formutach) w(yp) = w(y).
Fakt 1. ¢ jest logicznie rownowazne  wtetdy i tylko wtedy, gdy
formuta ¢ & Y jest tautologiq.

Oczywiscie dla dowolnego wartoSciowania w:
w(p) = wyy) wtw, gdy w(p & ¢) = 1.
Stad wynika rOwnowaznoS¢ warunkow:
(L) dla kazdego wartosciowania w w(p) = w(y),
(P) dla kazdego wartoSciowania w w(p & ) = 1,
co konczy dowod taktu. Q.E.D.
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Prawa tacznosci koniunkcji, alternatywy 1 rOwnowaznosci:
PAQPANr =S pA(@AT)

(pV@VrepvigVvr)

[(pe g orlelpelgern)

Prawa przemiennosci koniunkcji, alternatywy 1 rOwnowaznosci:
PNGgSgADp

pvVqgeoqgVp

(p©q) < (@ep)

Na mocy praw tacznosci mozemy pomijaC nawiasy w formutach
PLAPIA---Ap,orazpi N pyV---V p,.

Na mocy praw tacznosci 1 przemiennosci kolejnos¢ wystgpowania
zmiennych nie wptywa na wartoSC logiczna takich formut.

To samo mozna stwierdzi€ o formutach postaci o1 A s A -+ A @, 1

O1V V-V,
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Prawa idempotentnosSci koniunkcji 1 alternatywy:
PAP<SDPD
pvVpep

Prawa rozdzielnosci koniunkcji wzglgdem alternatywy 1 alternatywy
wzgledem koniunkcji:

pAN@Vr)sS(pAgV(pAr)
pV@Ar)eS(pVg AN(pVr)

Pierwsze prawo rozdzielnosci przypomina arytmetyczne prawo
rozdzielnosSci mnozenia wzgledem dodawania:

a-b+c)=a-b+a-c,

lecz drugie prawo rozdzielnosci nie ma odpowiednika w arytmetyce.
Prawa De Morgana:

~(pAg & pV g

~(pVgq) & pA-q
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Prawo podwOjnej negacji: ——p © p

Prawo transpozycji: (p = ¢q) © (-~q = —p)

Prawo eksportacji-importacji: [pAg=r1] & [p = (g = )]
Prawo wytaczonego Srodka: p vV —p

Prawo sprzecznosci: =(p A —p)

Prawa definiowania jednych spOjnikéw przez inne:
reqg e (p=q9NnNGq=Dp)

(p=q) = pVyg

pANg e ~(=pVq)

pVqge ~(=pA-q)

Prawa z ustalonym argumentem:
pANleppANOeO,pviel,pvisp
(Il=poep =pol,(p=2=1el,(p=>0) < -p
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Definicja 4. Mowimy, ze wartoSciowanie w spetnia formule ¢, jezeli

w(p) = 1. Formule nazywamy spetnialng, jezeli istnieje
wartosciowanie, ktore spetnia t¢ formutg. Zbior formul nazywamy
spetnialnym, jezeli 1stnieje wartoSciowanie, ktore spetnia wszystkie
formuly z tego zbioru (tzn. spetnia ten zbior).

Fakt 2. Formuta ¢ jest spetnialna wtw, gdy formuta —¢ nie jest
tautologiq. Formuta ¢ jest tautologiq wtw, gdy formuta —¢ nie jest
spetnialna.

Definicja 5. Mowimy, ze formula ¢ logicznie wynika ze zbioru
formul § (w KRZ), jezeli kazde wartoSciowanie spetniajace zbior S
spetnia formule ¢.

Fakt 3. Formuta ¢ logicznie wynika ze zbioru formut S wtw, gdy
zbior § U {—} nie jest spetnialny.

Fakt 4. Formuta  logicznie wynika ze zbioru {¢q, ..., ¢,} wiw, gdy
formuta ¢ N -+ A @, = W jest tautologiq.
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Prawo odrywania: (p = g) A p = ¢

Prawo odrzucania: (p = g) A g = —p

Prawo sylogizmu hipotetycznego: (p = g) A(g=>71) = (p = 1)
Prawa symplifikacji: pAg= p, pAg=q

Prawa addycji: p=pVg, g=pVgq

Logiczne wynikanie zapisujemy tez w postaci schematow

wnioskowania: o
Pls---5%n

W

gdzie formuty ¢4, ..., ¢, nazywamy przestankami, a formute
wnioskiem. Schemat wnioskowania nazywamy logiczna reguta
wnioskowania KRZ, jezeli wniosek logicznie wynika z przestanek
(tzn. ze zbioru przestanek).

o
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Reguta odrywania (nazwa tacinska: modus ponens)

= q; P

(MP) £

pP=dq
P
q

Reguta sylogizmu hipotetycznego:

=q; ¢ =
SYL) L2427

p=r

P=dq
q=r

p=7r
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Regula odrzucania:
pP=4 7q

Reguta wprowadzania rownowaznosci:

P=4 9q=Dp

P <=4
P=dq
q=Dp
P <=dq
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1.4. Podstawianie w KRZ

Tautologie 1 logiczne reguty wnioskowania KRZ sa zamknig¢te ze
wzgledu na podstawianie dowolnych formut za zmienne zdaniowe.

o= |[pi/e1,...,pu/es] 0Znacza operacje rOwnoczesnego
podstawiania formuty ¢; za zmienna p; dlai = 1,...,n. Taka
operacje nazywamy podstawieniem.

@o oznacza wynik podstawienia o w formule ¢.

(p=pValp/g.q/lqVrI=qg=qV(gVr)
UWAGA: Wykonujac podstawienie ¢o, formute ¢; podstawiamy za
kazde wystapienie zmiennej p; w formule ¢, lecz nie za te
wystapienia, ktore pojawiaja sie¢ w wyniku podstawiania (wystepuja
w formutach ¢;). Dlatego ¢[p/y, g/ x] jest na ogo6t rozne od
olp/¥lig/x].

(p = pVlp/qllg/qVr] =(q = qV@lq/qVr] = qVr = qVrvgVvr
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Fakt 5. JezZeli ¢ jest tautologiqg KRZ, to dla kazdego podstawienia o
formuta o jest tautologiq KRZ.

Niech o = [pi/¢1, ..., p/¢n]. Niech ¢ bedzie tautologia.

Niech w bgdzie dowolnym wartoSciowaniem zmiennych w ¢o.
Okreslamy wartoSciowanie w’ zmiennych w ¢:

w'(pi) = w(y;) dla p; wystepujacych w ¢, w'(g) = w(g) dla
pozostatych zmiennych w .

Oczywiscie w(po) = w'(¢). Poniewaz ¢ jest tautologia, wigc
w'(p) =1, czyli w(po) = 1. Zatem @o przyjmuje wartoSC 1 dla
kazdego wartosciowania w. Q.E.D.

pVq & gV pjest tautologia. Zatem tautologia jest kazda
formula postaci ¢ V iy © ¥ V ¢, poniewaz powstaje z poprzednie]
przez podstawienie [p/@, g/y].
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Fakt 6. JeZeli  logicznie wynika ze zbioru (¢, ..., ,}, to dla
kazdego podstawienia o formuta Yo logicznie wynika ze zbioru

{10, ...,0,0).

Zaktadamy, ze ¢ logicznie wynika z {¢, ..., ¢,}. Niech o
bedzie podstawieniem.

Na mocy faktu 4, formuta ¢; A - -+ A ¢, = ¥ jest tautologia.
Mamy: (o1 A== A, = W)o =0 A-- A, 0 = Yo.
Na mocy faktu 5, ;0 A - -+ A ¢,0 = Yo jest tautologia.

Na mocy faktu 4, o logicznie wynika ze zbioru {¢;0, ..., ¢,0}.
Q.E.D.

Skoro MP jest logiczna reguta wnioskowania, to jest nia
tez kazdy schemat: .
=Y @

W
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1.5. Postacie normalne formul KRZ

Formuly p 1 —p, gdzie p jest dowolna zmienna zdaniowa, nazywamy
literatami; p jest literatem pozytywnym, a —p negatywnym. Literaty
p, —p sa przeciwne (Jeden wzgledem drugiego).

Alternatywa elementarna (albo: klauzula) jest to alternatywa
skonczenie wielu literalow, np. p vV g Vv r, —g.

Koniunkcja elementarna jest to koniunkcja skonczenie wielu
literatow, np. p A =g A 1, —q.

Formuta w koniunkcyjnej postaci normalnej (kpn) jest to koniunkcja
skonczenie wielu klauzul, np. (p V=gV r) A (=p V —r).

Formuta w alternatywnej postaci normalnej (apn) jest to alternatywa
skonczenie wielu koniunkcji elementarnych, np.
(P A=gATr)V (=p A ).

Twierdzenie 1. KaZda formuta KRZ jest logicznie rownowazna
pewnej formule w kpn i pewnej formule w apn.
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p=pNANgSgANr.

plg|r|pAg|-r|gA-r|o apn kpn
1171 1 0 0 0 =pV gV —r
11110 1 1 1 1 pPAgAN-r

1101 0 0 0 1| pA—gATF

110]0 0 1 0 1| pA—=gA-r

0|11 0 0 0 1 “pAGAT

0|10 0 1 1 0 pV-gVr
01011 0 0 0 1| =pA—-gAT

0[0|0 0 1 0 1 | =pA-gA-r

apn: (p AgA—-1r)V(pAN—-gATr)V(pA-gAN-r)V(apANgAT)V
(mp A=gAT)V(=pA-gA—r)

kpn: (-pV gV =r)A(pV gV r)
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Przypadki szczegOlne:

(1) w(p) = 0 dla kazdego wartoSciowania w. Wtedy ¢ jest logicznie
rOwnowazne formule p A —p, ktora jest w apn.

(2) w(p) = 1 dla kazdego wartoSciowania w. Wtedy ¢ jest logicznie
rOwnowazne formule p vV —p, ktora jest w kpn.

Sprowadzanie do apn 1 kpn metoda przeksztalcen
rOwnowaznosSciowych.

Podformutly danej formuty zastepujemy rownowaznymi formutami,

stosujac nastepujace prawa (zastgpujemy lewa stron¢ prawa strona).

A"

oY) o@=2WANU=9),@=>¢) & VY

(P VY) & A, 2(p AY) & -9V -y

PAWNVY) S @AYV AY), Y VYINe S WAE)V (XA
eV WAY) S @V A@EVY),WAX)Vee WV ARV e
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Sprowadzamy formule ¢ = p vV g & g A —=r do kpn.
pVg=qN-rIAN[gA-r=pVdq]
PV @ V@GA-NIAN[~(gA-r) VPV
(mpA=g)V(gA-r)|A[-gV TV pVqg](negacyjna postaC normalna)
(P A=)V gIAN[(mpA=g) V —r[A=gVrV pV4g]
(=pVPAN(=gV APV ar)AN(=gV —r)AN(=gV TV pVg)
Sprowadzamy ¢ do apn. Powtarzamy trzy pierwsze kroki 1
kontynuujemy.
Hp A=) V(G A-NA=gVI(mp A=g) V(g A-D] ATV
{{(ep A=q) V(g A=) ApyVAI(=p A=g) V(g A1)l Ag)
(P A=gAN=qQ)V(GAN-Tr A=)V (apA=gAT)V(GA-TrAT)V
(pA=gAP)N(@@N-TAP)N(opAN=gAg) V(g N-rAg)
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Twierdzenie 2. Formuta w kpn jest tautologiq KRZ wtw, gdy w
kazdej sktadowej klauzuli wystepuje para przeciwnych literatow.

Twierdzenie wynika z dwoch faktow.

(1) Formuta o1 A @5 A --- A @, jest tautologia wtw, gdy kazda
formula ¢; jest tautologia.

(2) Klauzula jest tautologia wtw, gdy wystepuje w niej para
przeciwnych literatow.

(1) jest oczywiste.

(2). Jezeli w klauzuli wystepuja przeciwne literaty, to dla kazdego
wartosciowania jeden z nich ma wartos¢ 1, czyli cata klauzula ma
wartoSC 1. Jezeli w klauzuli nie wystepuja przeciwne literaty, to
mozna znalez¢ wartoSciowanie, dla ktorego wszystkie literaly maja
wartoSC 0, czyli cata klauzula ma wartos¢ 0. Q.E.D.

x =pV gV r. OkreSlamy w(p) =0, w(g) = 1, w(r) = 0.

Wtedy w(y) = 0.
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Twierdzenie 3. Formuta w apn nie jest spetnialna wtw, gdy w kaZdej
sktadowej koniunkcji elementarnej wystepuje para przeciwnych
literatow.

o=pA(@Vr)=(pAg)Vr. Sprowadzamy ¢ do kpn.
SlpAG@VIVIpAg) VT
—p V=gV nIVIpVr)AgVr)]
—pV (g A=V I(pVr)A(gVr)]
(7pV g A(=pV=n]VI(pVr)A(gVr)]
(mpV =gV pVr)AN(=pV-agVgVr)A(=pV=arYpVr)A(—pV—rVgVr)

Formula ¢ jest tautologia. Sprowadzamy ¢ do apn.
pV(ogA-r)V(pAg VT

Formula ¢ jest spetnialna.
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1.6. Formalne systemy dedukcyjne KRZ

Przedstawimy system dedukcyjny KRZ w stylu Fregego-Hilberta.

Niektore tautologie KRZ przyjmujemy jako aksjomaty. Wszystkie
pozostale tautologie 1 wszystkie logiczne reguty wnioskowania KRZ
mozna wyprowadziC z tych aksjomatow, postugujac si¢ dwiema
regutami dowodzenia: regutq odrywania 1 regutq podstawiania.

P2V ¢ (suB) L

oo
Te reguly przyymujemy dla wszelkich formut ¢, ¢ 1 kazdego
podstawienia o-. Jezeli przestanki tych regut sa tautologiami, to
wniosek jest tautologia.

(MP)

Aksjomaty implikacji
(Al) p = (¢ = p) (prawo poprzednika)
(A2) [p = (g = n] = [(p = q) = (p = r)] (prawo Fregego)
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Aksjomat negacji

(A3) (-g = —p) = (p = q) (odwrotne prawo transpozycji)
Aksjomaty koniunkcji

(Ad4) pAqg = p,(AS) p A g = g (prawa symplifikaciji)

(A6) (p=>q)=[(p=r1r)= (p = g A r)] (prawo mnozenia
nastepnikow)

Aksjomaty alternatywy

(A7) p = pVgq,(A8)g= pV q (prawa addycj)
AY)(p=>r)=[(g=r1r)= (pV qg= r)] (prawo dodawania
poprzednikow)

Aksjomaty rownowaznosci

(AlO)(p = q) = (p=q), (All) (p = q) = (g = p)
(Al2)(p=q) = 1[(g=p)= (p = 9]
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Dowdd formalny mozna przedstawic jako skonczony ciag formut, w
ktorym kazda formuta jest aksjomatem systemu lub wnioskiem z
poprzednich formut na mocy regut dowodzenia systemu. Ostatnia
formula tego ciagu jest dowodzonym twierdzeniem. Twierdzenia
systemOw formalnych nazywamy tez tezami.

(T1) p = p (prawo tozsamosci)
Lip=@=nl=[p=9 = @=r] (A2
2.[p=>@=pl=1p=>q9) = (p=p] SUB1[r/p]
3.p=(qg=p) (Al)

4. (p=>qg)=>(p=>p) MP23
S.(p=>((p=p)=(@p=p SUB4[q/p = p]

6
7

.p=>(p=p) SUB3[q/p]
.p=>p MP5,6
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(I2)prAg=qnp

l.(p=q9 =I1p=r={p=qgAr1)] (A6)
2.(prhg=>q)=>(pAg=p)=>(pArg=qgAp)] SUBI
lp/p N a,r/p]

3.pANg= q (AS)

4. (pANg=>p)=(pAqg=>qgANp) MP2]3
5.pANqg = p (Ad)

6.pANg=>qgAp MP4)5
(12)gAp=pAhrgq

l.pAg=qgAp (T2)

2.qAp=pAnqg SUB1Ip/q,q/p]

(T2”) pAg < g A p. W (Al12) podstaw p/p A g, q/g N p. Potem
zastosuj (T2), (T2”) 1 dwa razy MP.
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W formalnych dowodach regul przestanki reguty graja role zatozen
dowodu.

Istotnie ograniczamy stosowanie SUB: nie wolno podstawiaé w
zaloZeniach, ani Zadnych formutach, ktore od nich pochodzq. Zatem
SUB wolno stosowac tylko do aksjomatow oraz juz udowodnionych
tez i regul systemu.

=Y Y= x
© =X

(SYL)

1. ¢ = ¢ (zalozenie)

2. Y = y (zatozenie)

3. le=W=x]=ll¢=y) =(@=x] (A2),SUB
4. W=x)=le= Y =xI1 (Al), SUB

500= W=y MP4,2

6. o = y 2xXMP 35,1
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Jezeli przestanki reguty (SYL) mozna udowodnic, to 1 wniosek
mozna udowodniC: wystarczy skopiowacC powyzszy dowod.

Tak jest dla wszelkich regut udowodnionych w systemie. Wobec
tego, udowodnione reguty mozemy stosowaC w nastepnych
dowodach jako skroty; ich stosowanie nie zmienia sity systemu.

= WY =x)
Y= (¢=x)
1. ¢ = (Y = x) (zalozenie)

2. le=>W=]=le=y) =(=x] (A2), SUB
3.(p=>y¥)= (¢ = xy) MP 2,1

4. ¢ = (¢ = ¢¥) (Al), SUB

5.y = (p=yx) SYL43

(KOM)

(reguta komutacji)
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(T3 (p=>q9g) =[(g=>r)= (p>=r)] (prawo sylogizmu
hipotetycznego)

Llp=@=nl=lp=q9=(p=r] (A2
2.(g=>r)=>[p=(@=r1r)] (Al),SUB
3.(g=>rN=>[(p=>q9)=(p=r)] SYL2,

4. (p=>qg)=>[(g=>r)=(p>r)] KOM3
(T4) =p = (p = ¢q) (prawo Dunsa Szkota)
l.(mg = —p)=(p=q (A3)

2. = p=(-g = -p) (Al), SUB

3. p=>(p=q) SYL2,1

lezy tego systemu pokrywajq sie z tautologiami KRZ. Reguty
dowodliwe w tym systemie pokrywajq sie z logicznymi regutami
wnioskowania KRZ.




Elementy logiki. Klasyczny rachunek zdan.

37

Przedstawimy system sekwencyjny dowodzenia praw KRZ. W
takich systemach procedura poszukiwania dowodu moze byc¢
calkowicie zautomatyzowana.

Sekwent: skonczona lista formut ¢4, ..., ¢,, iInterpretowana jako
alternatywa ¢; V -+ - V @,.

Aksjomaty: wszystkie sekwenty zawierajace par¢ sprzecznych
formut ¢, —¢ (na dowolnych miejscach).

Reguly dowodzenia:

X, 0, Y
X, _I_IQO’ Y

X’ 9 Y; X’ 9 Y X? 1 9 1 9 Y
R A) 22 VB R LA
X, o ANy, Y X, (@ AY),Y

(R =)
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Xa‘p,waY Xa_"pa Ya Xa _'waY

RV) X, oV, Y R=V) X, —(o V), Y

X’ 1 9 b Y X’ b Y; X’ 1 b Y
R=) 2T g A d
X,o=4,Y X, (¢ =y),Y

X9 _'909'707 Y; X,QO, _”707Y (R <:>) XaSD,W, Ya X7 _'909 _'way
X,90<:>WaY X"(SO@W),Y

(R <)

W tych regutach litery X, Y oznaczaja dowolne konteksty, czyl
skonczone listy formut (moga bycC puste).

W przypadku reguly z jedna przestanka wniosek jest logicznie
rOwnowazny tej przestance; w przypadku reguty z dwiema
przestankami wniosek jest logicznie rOownowazny koniunkcji
przestanek (listy interpretujemy jako alternatywy).
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P-4, P 4,4, P
| p,P P9 —q,p —q.q

pﬁﬂ‘qﬁp _'q,_'Tqa_'P \ / \ /

p,~q = "p 7¢,7q = "p —p,PNg —q,pNq

N/ N/

-(p = ¢q),~q = —p ﬂ(pvq)pAq

(p=q) = (—~g= —p) qu:>pAq

Formuta w korzeniu drzewa jest logicznie rownowazna koniunkcji
wszystkich alternatyw elementarnych na lisciach drzewa. Zatem
nasz system moze stuzy¢ do sprowadzania formut do kpn.

Z. lewej strony: drzewo dowodu prawa (p = q) = (—g = —p).

Z. prawej strony: poszukiwanie dowodu formuty pV g = p A g
zakonczyto si¢ porazka, poniewaz dwa sekwenty elementarne na

liSciach drzewa nie sa aksjomatami.
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1.7. Funkcje boolowskie
Definicja 6. Niech n > 1. Funkcje n—argumentowa, ktorej

argumenty 1 wartosci sa wartosciami logicznymi 0,1, nazywamy
n—argumentowa funkcjg boolowskq.

Inne nazwy: funkcja logiczna, funkcja przetaczajaca.

Funkcje boolowskie sa stosowane w elektronice jako funkcje
przetwarzania sygnalow (stanow). 1 to stan czynny (sygnal, prad
ptynie), O to stan bierny (brak sygnatu, prad nie ptynie).

FB,, oznacza zbior wszystkich n—argumentowych funkcji
boolowskich.

W tym podrozdziale zmienne x, y, z (z indeksami) reprezentuja
wartosci logiczne.

W,, oznacza zbi6r wszystkich wartoSciowan n zmiennych. |W|
oznacza liczbe elementéw skonczonego zbioru W.
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Funkcje jednoargumentowe (n = 1).

x| | A ] LK) | )
1 o | o 1 1
0 o 1 0 1

fy(x) = 0 funkcja zero

f(x) = =x funkcja negacji

f, (x) = x funkcja identycznosciowa
f3(x) = 1 funkcja jeden

Fakt 7. [FB,| = 2",

W,, jest zbiorem wszystkich wartoSciowan zmiennych
X1,...,X,; wartoSciowania mozna przedstawiC jako ciagi binarne
dtugosci n. Stad |W,,| = 2". Funkcje z FB,, mozna przedstawiC jako
ciagi binarne dtugosci 2", co daje powyzsza rownos¢. Q.E.D.
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Zatem |FB;| = 4, [FB,| = 16, |FB3| = 256. Wypiszemy funkcje

dwuargumentowe (n = 2).

A A I S R I i A Y A
l1j140,0[0]O0]O0O|0[O0]O0
110|000 01 1 | 1
O(14 001 1 0] 0|1 1
ooy o, 17071 10]11]0]1
X\ | f | fio | Al S| fis| fia 125
1 1] 1 | | 1 1 | | 1
170 OO0 O 0) 1 1 | 1
O(14 010 | 1 0) ) | 1
o(ofjo(1(0] 1011/} 0]°1
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f2(x,y) = x Ay funkcja koniunkcji

f92(x, y) = x & y funkcja rOwnowaznosci
f 121 (x,y) = x = y funkcja implikacji
f124(x, y) = x V y funkcja alternatywy

Uwaca: W elektronice stosuje si¢ notacje x - y albo xy zamiast x A y,
X+ yzamiast x V y 1 x’ lub x zamiast —x. Wyrazenie

(x A=y AZ)V (—x Ay Az) zapisujemy xy'z + x'yz. Bedziemy
stosowac tylko notacj¢ logiczna.

Fakt 8. Kazda funkcj¢ boolowska mozna przedstawiC jako
wyrazenie w apn 1 jako wyrazenie w kpn.

Tak jest, poniewaz do funkcji boolowskich mozemy
zastosowac poznana wczesnie] metode wyznaczania apn 1 kpn za
pomoca tablicy. Q.E.D.
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Przedstawiamy w ten sposob cztery pierwsze funkcje
dwuargumentowe.

oy =xA-x=(xVy) A(=Xx V) AV =) AR VY)
i) ==x A=y =(=xV ) A(=xVy) A(xV-y)
fy) ==xAy=(-x V=) AxVY) A(xVy)

fxy) =(xAY)V(mx A=) = (-x Vo) A(=x Vy)

Wyrazenie w apn dla f;(x, y) mozna uproscié, stosujac prawa
algebry logiki:

XAV =&xxAYVXAZ, xVax=1, xAl=x

6y =—x A Vay)=-xAl=-x
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Dla niewielkiej liczby zmiennych t¢ metode upraszczania apn mozna
wykonywac graficznie, postugujac si¢ tablicami Karnaugha.

Tablica Karnaugha dla dwoch zmiennych.

f y -y
X XAY XA\ ~y

X | XAY | XAy

Sy |y
x 0] O
-x | 1| 1

Odczyt: f7(x,y) = —x

Sasiednie pola tablicy odpowiadaja koniunkcjom elementarnym,
ktore r6znia si¢ jednym literatem: w jednej z nich ten literat
wystepuje pozytywnie, a w drugiej negatywnie. Alternatywa tych
koniunkcji redukuje sie¢ do koniunkcji pozostatych literatow.
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Funkcja: f(x,y,2) = (xAY)V(mxAZ)V (7Y AZ)

Tablica Karnaugha dla trzech zmiennych; podwojne linie sa
sklejone, czyli tablica ma ksztalt pierScienia.

Ay | v|-v| Yy

x 1] 1]0]1

-x|| 1| 1010
< < L | &

Odczyt: f(x,y,2) = (x Ay)Vz

Dalsze informacje o tablicach Karnaugha mozna znalez¢ w
podreczniku: J. Jaworski, Z. Palka 1 J. Szymanski, Matematyka
dyskretna dla informatykow. I. Elementy kombinatoryki.
Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan, 2007.
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Definicja 7. Niech f bedzie n—argumentowa funkcja boolowska, a
F zbiorem funkcji boolowskich. Mowimy, ze funkcja f jest
przedstawialna przez funkcje ze zbioru F, jezeli 1stnieje wyrazenie
E(xy,...,x,) zbudowane z symboli funkcji ze zbioru F' 1 zmiennych
X1, ..., X, (niekoniecznie wszystkich) 1 takie, ze rOwnos¢

f(xy,...,x) = E(xq,...,X,)

jest prawdziwa dla wszystkich wartoSciowan zmiennych (czyli jest
tozsamoscia w algebrze logiki).

Definicja 8. Zbior funkcji boolowskich F' nazywamy zupetnym,

jezeli kazda funkcja boolowska jest przedstawialna przez funkcje ze
zbioru F.

Zbior {—, A, V} jest zupelny.
Mozna ograniczy¢ si¢ do dwoch funkcii.

Fakt 9. Zbiory {—, A}, {—, V} 1 {—, =} sa zupelne.
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/Zbi10r {—, A} jest zupelny, poniewaz dowolna funkcje boolowska
mozna przedstawi¢ w kpn, a nastgpnie wyeliminowac alternatywe,
stosujac prawa:

X1V"'ka:—l(—lxl/\"'A—lxk)

/Zbior {—, V} jest zupelny, poniewaz kazda funkcje boolowska
mozemy przedstawiC w apn, a nast¢pnie wyeliminowac koniunkcje,
stosujac prawa:

Xl/\”‘/\xk:—l(—lxl\/"'\/—lxk)

f,y)=xey=(xAYy)V(=x A -y)(apn).
Stad f(x,y) = =(=x V —y) V =(x Vy).
Takze f(x,y) = (=x V y) A (=y V x) (kpn).
Stad f(x,y) = =(x A =y) A =(y A —x).
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Wykazemy zupetnos¢ zbioru {—, =}.

Z. tozsamoScli x = y = —x Vyotrzymujemy x Vy = -x =y
(podstawiamy x/—x, usuwamy podwdjna negacje 1 przestawiamy
strony tozsamosci).

Kazda funkcje boolowska mozna przedstawiC przez funkcje -, v. W
takim wyrazeniu eliminujemy kolejno wszystkie wystapienia V,
postugujac si¢ powyzsza definicja Vv przez —, =.

f(x,v,2) = x = y A z. Przedstawiamy t¢ funkcj¢ przez
=, V 1 eliminujemy V.
f,y,2) =-xV (A ="xVa(oyVaz)=x=(ayV-zg) =
X = —u(y = ﬂZ)
Definicja 9. Mowimy, ze funkcja boolowska zachowuje 1 (odp. 0),
jezeli przyjmuje wartosSC 1 (odp. 0) dla wartoSciowania, ktore
przypisuje 1 (odp. 0) kazdej zmienne;.
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Funkcje A, V, =, & zachowuja 1, poniewaz 1 A 1 =1,
1 v1=11td. Funkcje A, vV zachowuja 0, ale funkcje =, © nie
zachowuja 0. Funkcja — nie zachowuje ani 1, ani O.

Fakt 10. Jezeli wszystkie funkcje ze zbioru F' zachowuja 1 (odp. 0),
to kazda funkcja przedstawialna przez funkcje ze zbioru F
zachowuje 1 (odp. 0).

Kazda funkcje przedstawialna przez funkcje z F mozemy
otrzymac z funkcji z F 1 funkcji rzutowania g(xq, ..., x,) = x;
stosujac wielokrotnie operacj¢ ztozenia funkcji:

h(xi,....,x,) = f(gi(X1,.. ., %) o oy (X150, X))

Operacja zlozenia prowadzi od funkcji f, g4, ..., g« zachowujacych 1
(odp. 0) do funkcji & zachowujacej 1 (odp. 0). Funkcje rzutowania
zachowuja 1 (odp. 0). Zatem, jezeli kazda funkcja z F' zachowuje 1

(odp. 0), to kazda funkcja otrzymana w ten sposob tez zachowuje 1
(odp. 0). Q.E.D.
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Whiosek. Zaden zbidr funkcji zachowujacych 1 (odp. 0) nie jest
zupetny.

Na przyktad, zbiory {A, V}, {A, =} nie sa zupelne.

Istnieja dwie funkcje f € FB, takie, ze zbior { f} jest zupelny.

xXTy==(xAy)==-xV-y, x|ly==-(xVy)=-xA-y

Funkcje T nazywamy strzatkg Sheffera lub funkcja NAND, a funkcje
| binegacjq lub funkcja NOR.

Mamy: =x = =(x Ax) =xTx1xAy==(xTy =Ty T&Ty.
Poniewaz kazda funkcj¢ boolowska mozna przedstawiC przez —, A,
wigc kazda funkcje boolowska mozna przedstawiC przez T. Dla |

postepujemy podobnie (Cwiczenie).

f(x,v,2) = x Ny = z. Przedstawiamy f przez —, A:
f(x,y,2) = ~(x Ay A 12).
J»,2=@ANTz=((=xTNTETY) TET2).




