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Rezolucja zdaniowa

Formuty rachunku zdan: zbudowane ze zmiennych zdaniowych za
pomoca spoéjnikow logicznych —, A, Vv, —, & i nawiasoéw

Wartosci logiczne: 1 (prawda), 0 (fatsz)

V - przeliczalny zbi6ér zmiennych zdaniowych

Wartosciowanie: dowolna funkcja w : V — {0, 1}

w(A) - wartos¢ logiczna formuty A dla warto$ciowania w

w(=A) =1-w(A),

w(A A B) = min(w(A),w(B)), w(A v B) = max(w(A), w(B)),
w(A—-B)=1< w(A)<w(B),w(A - B)=1o w(A)=w(B)

Dowolne zmienne zdaniowe oznaczamy literami p.q,r, s (z
indeksami). Litery A, B, C, D oznaczaja dowolne formuty. Litera S
oznacza dowolny zbi6r formut.
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Definicja 1

Warto$ciowanie w spetnia formute A, jezeli w(A) = 1; spetnia
zbiér formut, jezeli spetnia kazda formute tego zbioru. Tautologia
jest to formuta spetniona przez kazde wartosciowanie.

Definicja 2

Formute nazywamy spetnialna, jezeli istnieje warto$ciowanie, ktére
ja spetnia. Zbior formut nazywamy spetnialnym, jezeli istnieje
wartosciowanie, ktore spetnia ten zbior.

Definicja 3
Formuta A logicznie wynika ze zbioru formut S, jezeli kazde
warto$ciowanie spetniajace zbiér S spetnia formute A.
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Fakt 1

Formuta A jest tautologia wtw, gdy formuta —A nie jest spetnialna.
Fakt 2

y

Formuta A logicznie wynika ze zbioru S wtw, gdy zbior S U {-A}
nie jest spetnialny.
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Literat. dowolna formuta postaci p lub —p

Klauzula: alternatywa skonczenie wielu literatéw, np. p v =g Vv r

Fakt 3

Wartosciowanie w spetnia klauzule A wtw, gdy w spetnia
przynajmniej jeden literat klauzuli A.

Klauzula pusta: 0 (nie jest spetniona przez zadne warto$ciowanie)

Definicja 4

Formuta A jest logicznie réwnowazna formule B, jezeli

w(A) = w(B) dla kazdego wartosciowania w (tzn. A < B jest
tautologia).
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Fakt 4

Kazda formuta jest logicznie rownowazna koniunkcji skoriczenie
wielu (niepustych) klauzul (tzn. formule w koniunkcyjnej postaci
nornmalnej, kpn).

(p — q) © (=p V q) jest tautologia, wiec p — qi—-p Vv g sa
logicznie réwnowazne.

Algorytmy sprowadzania formut do kpn dziataja w czasie
wyktadniczym.
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Wielomianowa procedura przeksztatcania dowolnej formuty A w
formute B w kpn taka, ze:

A jest spetnialna wtw, gdy B jest spetnialna.

Jezeli A jest zmienng, to B = A. Zaktadamy, ze A nie jest
zmienna.

Kazdej podformule C formuty A przypisujemy zmienna pc, przy
czym pq = q dla zmiennych g wystgpujacych w A.

Ci,..., Ck - wszystkie ztozone podformuty formuty A, przy czym
Cy =A.

B =pa A F(Cy) A--- A F(Ck), gdzie:

F(Ci) jest kpn formuty pc, < —pp, jezeli C; = —D, czyli
F(Ci) = (=pc; v =pp) A (P V PC;)

F(Ci) jest kpn formuty pc, < (pp A pe), jezeli C; = D A E;
podobniedlaCi=DVE,Ci=D—>E,Ci=D < E.
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Fakt 5

Formuta w kpn jest spetnialna wtw, gdy zbior klauzul tej formuty
jest spetnialny.

Metoda dowodzenia tautologii:

(1) wyznaczamy formute B, ktéra jest spetnialna wtw, gdy formuta
—-A jest spetnialna,
(2) wykazujemy, ze zbi6r klauzul formuty B jest niespetnialny.

Reguta rezolucji zdaniowej (RRZ); A. Blake 1937, J Robinson
1965.

A\/p; B\/—lp

AvB
Na przyktad:

pvqgVvr; pv=asv-ar

o PYQVSS
Kolejno$¢ i powtorzenia literatdw klauzuli sa nieistotne.
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Whiosek reguty (RRZ) nazywamy rezolwenta przestanek.

Fakt 6
Whiosek reguty (RRZ) logicznie wynika ze zbioru przestanek.

Definicja 5

Dowodem rezolucyjnym klauzuli A na podstawie zbioru klauzul S
nazywamy skonczony ciag klauzul (A4, ..., An) taki, ze A, = A'i
kazda klauzula A; jest elementem zbioru S lub rezolwenta
pewnych klauzul A;, A dla j, k < i.

Przvkean. S ={p Vv —-q, -pVr, q}.
1.pv-q (zS)

2.9 (z9)

3.p (z1,2)

4 -pVvr (zS)

5.r (z3,4)
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Definicja 6
S +rz A (A jest wyprowadzalne z S) wtw, gdy istnieje dowod
rezolucyjny klauzuli A na podstawie zbioru klauzul S.

Fakt 7
Jezeli S +pz A, to A logicznie wynika z S.

Twierdzenie 1 ( petnosci rezolucji zdaniowej)
Zbidr klauzul S jest niespetnialny witw, gdy S +gz 0.

Dowdp. Implikacja (<) wynika z Faktu 7.

Implikacje (=) udowodnimy najpierw dla skonczonych zbioréw S
przez indukcje po liczbie zmiennych wystepujacych w klauzulach
zbioru S; oznaczmy te liczbe przez v(S).

v(S) = 0. Zaktadamy, ze zbiér S jest niespetnialny. Poniewaz
pusty zbior formut jest spetnialny, wiec S # 0. Zatem S = {0}, a
stad S +pz 0.
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v(S) = n > 0. Zaktadamy, ze (=) zachodzi dla wszelkich zbioréw
S’ takich, ze v(S’) < n. Niech py, ..., p, beda wszystkimi
zmiennymi, wystepujacymi w klauzulach zbioru S.

Okreslamy zbiory Sy i So. Sy powstaje z S przez usunigcie
wszystkich klauzul, zawierajacych p, i usuniecie -p, z
pozostatych klauzul. S, okreslamy analogicznie, zamieniajac role
Pn i =Pn.

Zaktadamy, ze zbiér S jest niespetnialny. Wtedy zbiory S; i S, sa
niespetnialne. Poniewaz v(Sy) < niv(Sy) < n, wiec Sy +pz O
Sg Frz 0.

Jezeli istnieje dowdd rezolucyjny klauzuli 0 z Sy lub z S,, bedacy
dowodem z S, to S +g7 0.

W przeciwnym przypadku, dowdd klauzuli 0 z Sy zawiera istotnie
przynajmniej jedna klauzule, powstajaca z klauzuli z S przez
usuniecie —p,. Wtedy S +gz —pn. Podobnie S +rz p,, poniewaz
dowdd klauzuli 0 z S; zawiera istotnie przynajmniej jedna klauzule
powstajaca z klauzuli z S przez usunigcie p,. Zatem S rgz 0.
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Dla nieskonczonych zbioréw S korzystamy z twierdzenia o
zwartosci:

Zbioér S jest spetnialny wtw,gdy kazdy skonczony podzbiér zbioru
S jest spetnialny.

Zaktadamy, ze zbi6r S jest niespetnialny. Wtedy istnieje skonczony
zbiér S’ C S, ktéry nie jest spetnialny. Mamy S’ +g7 0, a wiec
S FRz 0. Q.E.D.

DvaRresJa. Twierdzenie o zwartosci w rachunku zdan wynika ze
zwarto$ci przestrzeni topologicznej {0, 1}V (nieskorczonych
ciagoéw binarnych, czyli warto$ciowan) z topologia produktowa
wyznaczona przez topologie dyskretna na {0, 1}. Dla kazdego A
zbior W(A) = {w : w(A) = 1} jest domkniety. Jezeli kazdy
skonczony podzbidr zbioru S jest spetnialny, to rodzina

{W(A) : A € S} jest scentrowana rodzina zbioréw domknietych;
stad Naes W(A) # 0, a wiec zbiér S jest spetnialny.
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Rachunek predykatow

Termy: zbudowane ze zmiennych indywiduowych i statych
indywiduowych za pomoca symboli funkcyjnych.

V - przeliczalny zbiér zmiennych indywiduowych

Zmienne oznaczamy X, y, z, state indywiduowe a, b, ¢, symbole
funkcyjne f, g. Litera t oznaczamy dowolny term.

Przyktady: x,y, f(x,y), a, b, f(a, f(x, b)), g(x), 9(f(x, y))

Formuty atomowe (atomy): P(ti,...,t,), gdzie P jest
n—argumentowym symbolem relacyjnym, a t1,..., t, sa termami.
Symbole relacyjne oznaczamy P, Q, R.

Przyktady: P(x,y), P(a,b), P(f(x,y),f(a,x))

Jezyk: jest okreslony przez skonczony zbiér symboli relacyjnych,
skonczony zbiér symboli funkcyjnych i skofnczony zbiér statych
indywiduowych. Symbole relacyjne i funkcyjne maja
jednoznacznie okreslona liczbe argumentow.
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Formuty: zbudowane z atoméw za pomoca spojnikéw logicznych i
kwantyfikatorow V¥ x,3x.

Zdania: formuty bez zmiennych wolnych
Przyktad: Vx(P(x) — dyQ(x, y)) - zdanie

Termy i atomy ustalone: termy i atomy nie zawierajace zmiennych
(ang. ground).

Przyktady: a, b, f(a,b),g(a),f(g(a),b), P(f(a,b),g(a))
MopELE

Struktura dla jezyka L: struktura relacyjna M z niepustym
uniwersum Uy, w ktérej kazdy symbol relacyjny jest
interpretowany jako pewna relacja na Uy, kazdy symbol funkcyjny
jako pewne dziatanie na Uy, a kazda stata indywiduowa jako
pewien element zbioru Uy.

Wojciech Buszkowski Odczyt dla doktorantéw



Okresla sie relacje M = A (zdanie A jest prawdziwe w M) w
naturalny sposéb (A. Tarski 1933).

Strukture M nazywamy modelem zbioru zdan S, jezeli M = A dla
kazdego A € S (piszemy M = S).

Zdanie A nazywamy tautologia rachunku predykatéw, jezeli
M = A dla kazdej struktury M (dla danego jezyka).

Zdanie A nazywamy spefnialnym, jezeli istnieje M takie, ze
M = A. Zbior zdan S nazywamy spetnialnym, jezeli istnieje M
takie, ze M = S.

Moéwimy, ze zdanie A logicznie wynika ze zbioru zdan S, jezeli A
jest prawdziwe w kazdym modelu zbioru S (piszemy S E=gp A).

Prawdziwe sa Fakt 1 i Fakt 2.
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Zdanie uniwersalne: zdanie Yx; ... Vx,A takie, ze A jest formuta
bez kwantyfikatorow (otwarta).

Niech B = Vx; ... V¥x,A bedzie zdaniem uniwersalnym. Okreslamy
gr(B) jako zbiér wszystkich ustalonych instancji formuty A, tzn.
wszystkich zdan postaci A[x1/t1,...,Xa/t] takich, ze ty,..., t, sa
termami ustalonymi. Zaktadamy gr(B) # 0.

Niech S bedzie zbiorem zdan uniwersalnych. Okreslamy:

ar(s) = | J ar(8)

BeS
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Twierdzenie 2 (twierdzenie Herbranda)

Zbidér zdan uniwersalnych S jest spetnialny w rachunku
predykatéw wtw, gdy zbidr gr(S) jest spetnialny w rachunku zdan
(rézne atomy traktujemy jako rézne zmienne zdaniowe).

Whiosek 1

Zbiér zdan uniwersalnych S jest niespetnialny w rachunku
predykatéw wtw, gdy gr(S) +gz O.
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SKOLEMIZACJA

Dla kazdego zdania A mozemy skonstruowa¢ zdanie uniwersalne
Au, spetniajace warunek: A jest spetnialne wtw, gdy A, jest
spetnialne.

(1) Zdanie A przeksztatcamy w logicznie rownowazne zdanie A’ w
preneksowej postaci normalnej Qi x; ... QxnC, gdzie C jest
formuta otwarta, a Qq, ..., Q, € {V, d}. A jest logicznie
rownowazne A’, jezeli:

dla kazdego M, MEA © ME A,
(2) Eliminujemy kwantyfikatory istnieniaz A’.
Zdanie IxD zastepujemy zdaniem D[x/c], gdzie c jest nowa stata.

Zdanie VX ...V¥x,dxD zastepujemy zdaniem
VX1 ...¥XaD[x/f(X1,...,Xn)], gdzie f jest nowym symbolem
funkcyjnym.

Po skonczonej liczbie takich przeksztatcen otrzymamy zdanie A,,.
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Podobnie dla kazdego skonczonego zbioru zdan S mozemy
skonstruowac¢ skonczony zbiér zdan uniwersalnych S,
spetniajacy warunek: zbiér S jest spetnialny witw, gdy zbiér S, jest
spetnialny.

Fakt 8

Dla kazdego zdania A nastepujace warunki sa réwnowazne:
(a) zdanie A jest tautologia rachunku predykatéw,

(b) zdanie —A jest niespetnialne,

(c) zdanie (-A), jest niespetnialne,

(d) gr((=A)u) +Rz O.
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Fakt 9

Niech S bedzie skoriczonym zbiorem zdan, a A zdaniem.
Nastepujace warunki sa rownowazne:

(@) S Erp A,

(b) zbiér S U {—A} jest niespetnialny,

(c) zbiér (S U {—A}), jest niespetnialny,

(d) gr((S U {=A}),) Rz 0.

Fakt 9 mozna uogdlni¢ na nieskonczone zbiory S.
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PRzykrAD

State a, b, ¢, d, e. Relacja R(x, y); sens: x jest rodzicem y.
Relacja F(x); sens: x jest kobieta.

S ={R(a,b),R(b,c),R(c,d),R(d,e),F(a),F(c),F(e)} (baza
danych)

A =3x(F(a) A R(a,x) A R(x,c)), sens: a jest babcia c.
Wykazemy S E=gp A.

-A jest rownowazne zdaniu Yx(—=F(a) v =R(a, x) vV =R(x, c)),
(_'A)U = —|A_
gr((=A)y) zawiera klauzulg: —=F(a) v =R(a,b) v =R(b, c).

. ﬂF(a) \Y —|R(a,b) \Y ﬂR(b, C)
.F(a) zS)

. =R(a,b) v =R(b.c) (z1,2)

. R(a,b) (zS)

. =R(b,c) (z3,4)

. R(b,c) (zS)

0 (z5,6)

—_

No oA wN
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B = AxVyP(x,y) — YyadxP(x,y)

-B jest rownowazne zdaniu AxYyP(x,y) A Ay¥x=P(x, y).
Sprowadzamy —B do preneksowej postaci normalnej.
AxVyP(x,y) A Ju¥z=P(z, u)

AxAuVyVz(P(x,y) A =P(z,u))

(=B)u = YyV¥z(P(a,y) A =P(2,b))

gr((—B).) zawiera zdanie: P(a,b) A =P(a, b).

Zatem gr((=B).) Frz O.

Jezeli w jezyku poczatkowym lub w wyniku skolemizacji pojawiaja
sie symbole funkcyjne, to zbidr ustalonych instanc;ji jest
nieskonczony; np. za x trzeba podstawiac a, f(a), f(f(a)) itd.
Opisana procedura daje tylko algorytm pozytywny.

Problem spetnialnosci zdania z dowolnymi kwantyfikatorami
(uniwersalnego z symbolami funkcyjnymi) jest nierozstrzygalny.
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Ztozono$¢ obliczeniowa

Dane reprezentujemy jako faricuchy symboli.
Y - skonczony zbiér symboli (alfabet)

3 * - zbiér wszystkich fancuchéw nad ©

¥ ={0,1}, ¥* = {¢0,1,00,01,10, 11,000, .. .}
Jezyk nad ¥: dowolny zbiér L € ¥*

|x] - dtugos¢ tancucha x

Maszyna Turinga (MT): automat akceptujacy pewne fancuchy nad
Y ; MT akceptuje x, jezeli obliczenie dla wejscia x prowadzi do
stanu akceptujacego (wtedy obliczenie konczy sig).

L (M) - zbiér wszystkich tancuchéw akceptowanych przez maszyne
M (jezyk akceptowany przez M)

Detrministyczna MT ma najwyzej jeden ruch w kazdej sytuacii; dla
danego wejscia x generuje doktadnie jedno obliczenie.
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Jezyk L nazywamy rekurencyjnym, jezeli L = L(M) dla pewnej
deterministycznej MT M, nie generujacej nieskonczonych obliczen.

tm(x) - czas obliczenia maszyny M dla tancucha wejsciowego x.
Dla deterministycznej MT jest to liczba krokéw, czyli dtugosc,
jedynego obliczenia.

L € P wtw, gdy istnieja deterministyczna MT M bez
nieskonczonych obliczen oraz wielomian p(n) takie, ze L = L(M) i
tm(x) < p(Ix|) dla kazdego tancucha wejéciowego x € ¥*.

Systemem dowodzenia dla jezyka L C ¥ * nazywamy predykat
P C ¥* x I taki, ze P € P oraz dla kazdego x € ¥* zachodzi
rownowaznos¢:

xel & 3rel™)P(x,n).
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Mowimy, ze system dowodzenia P dla L jest wielomianowo
ograniczony, jezeli istnieje wielomian p(n) taki, ze dla kazdego
X ex

x el e (3rel™)(nl < p(Ix]) A P(x,7)).
L e NP wtw, gdy istnieje wielomianowo ograniczony system
dowodzenia dla L.

Fakt 10
P C NP.

Dowdp. Niech L = L(M), przy czym tu(x) < p(|x|) dla kazdego
x € X*. Okre$lamy predykat: P(x, ) wtw, gdy x jest obliczeniem
akceptujacym maszyny M dla wejécia x. Jezeli P(x, ), to

Inl = O((p(1x1))?). Q.E.D.

Problem.
P = NP?

Zdanie P = NP to stynna hipoteza, w ktérej prawdziwos¢ nikt nie
wierzy, lecz nie udowodniono jej fatszywosci.
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Dla L C ¥* oznaczamy L = {x € £* : x ¢ L} (dopetnienie jezyka
L).

L € co-K wtw, gdy L € K

Poniewaz klasa P jest zamknigeta ze wzgledu na dopetnienie
jezykéw, wiec P = co-P.

Problem.
NP = co-NP?

Fakt 11
Jezeli P = NP, to NP = co-NP (jezeli NP # co-NP, to P # NP).
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L c¥* L’ cT* Okreslamy relacje: L’ <p L wtw, gdy istnieje
funkcja f : I'* — X*, obliczalna przez deterministyczna MT z
wielomianowym ograniczeniem czasu i spetniajaca warunek:

(Vxel)(xel" e f(x)el).

Jezyk L nazywamy NP-trudnym, jezeli L’ <p L dla kazdego jezyka
L’ € NP; NP-zupetnym, jezeli ponadto L € NP.
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SAT - jezyk wszystkich spetnialnych formut rachunku zdan
CSAT - jezyk wszystkich spetnialnych formut rachunku zdan w kpn

Twierdzenie 3 (Cook 1971)
SAT i CSAT sa NP-zupetne.

Fakt 12
P = NP wtw, gdy istnieje jezyk NP-zupetny, naleZzacy do P.
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TAUTOLOGY - zbiér wszystkich tautologii rachunku zdan

System dowodzenia dla jezyka TAUTOLOGY nazywamy
systemem dowodzenia dla rachunku zdan.

TAUTOLOGY nalezy do co-NP. Jest to jezyk co-NP-zupetny

Twierdzenie 4

NP = co-NP wtw, gdy TAUTOLOGY nalezy do NP, czyli, gdy
istnieje wielomianowo ograniczony system dowodzenia dla
rachunku zdan (Cook, Reckhow 1979).
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Ztozonos¢ dowodow rezolucyjnych

7 - dowdd rezolucyjny klauzuli 0 ze zbioru klauzul S

Miary ztozonosci:

s(S) (size) - liczba wystapien literatébw w zbiorze klauzul S;
podobnie dla klauzuli A

I(7) (length) - liczba klauzul wystepujacych w «

s(n) (size) - suma wszystkich s(A) dla A wystepujacych w r

w(n) (width) - maksymalna warto$¢ s(A) dla A wystepujacych w

sp(n) (space) - maksymalna liczba klauzul, ktére nalezy
przechowywa¢ w pamieci w trakcie wykonywania x

L(S) - najmniejsza wartos$¢ /() dla dowoddéw 7 : S + 0
W(S), Sp(S) - okreslamy podobnie
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Haken 1985: rezolucja nie jest wielomianowo ograniczonym
systemem dowodzenia.

Silniejsze wyniki: Urquhart 1987, Beame, Karp, Pitassi, Saks 2002
i inni.

] = O(s(n))

s(m) < I(n) - w(n)

w(r) < s(S)

Przyjmujemy, ze klauzule nie zawieraja dwoch przeciwnych
literatéw p, —p.

W(S) =O(+/n-log L(S)); n - liczba zmiennych w S
(Ben-Sasson, Wigderson 2001)

S jest k—CNF. Wtedy W(S) < Sp(S) + c, gdzie c jest stata
zalezna od k (Atserias, Dalmau 2003)
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